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MANUEL 



DE 

L’INGÉNIEUR DU CADASTRE, 

Par M. l POMMIÉS, 

Professeur au Lycée Napoléon , Examinateur des Ingénieurs du Cadastre, 
Membre de l’Athénée des Arts ; 

PRÉCÉDÉ 

D’UN TRAITÉ DE TRIGONOMÉTRIE RECTILIGNE, 
Par A. A. L. Reïnaud, 

Répétiteur d’Analyse à l’École polytechnique, Professeur des Élèves du Cadastre; 

E T 

Dis INSTRUCTIONS publié, %s pour l'exécution des Arpentages 
parcellaires , approuvées par le Ministre des finances. 



Il faut à U plupart des artistes , tics livres et des leçons uniquement dirigés 
p ers l'application , et bornés par conséquent «t l’exposition dairc et précise 
les préceptes* les meilleurs traites sont alors ceux qui renferment le plus 
i’excmples et le moins de raisonnemens. Cette espèce de livres, qu'on doit 
considérer comme des manuels dont il faut se rendre l'usage familier, est 
très-propre ï répandre l’instruction parmi ceux qui pratiquent les arts. 

Essais sur T Eustigutmtnt , par Lacroix, membre 
. de l'Institut et de U 1-égion d'honneur. 



v A PARIS, 

DE L’IMPRIMERIE IMPÉRIALE. 
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A M. HENNET, 

Commissaire impérial du Cadastre, Chevalier de 
la Légion d’honneur, Membre de l’Académie 
impériale de Turin. 



M ON5IEUR, 



En vous dédiant le Manuel de f Ingénieur du Cadastre, je 
remplis un devoir que votre bienveillance a rendu sacré pour moi , et je 
cède au besoin de vous offrir un gage de ma reconnaissance et de mes 
respects. 

O est vous , Monsieur , que le Gouvernement a chargé de diriger; 
sous les ordres du Ministre des finances , les travaux du Cadastre 
général de l’Empire. Vous m'avez permis de coopérer à cette grande 
entreprise, en m’appelant près de Son Exc. pour me confier l'enseigne- 
ment et l'examen des Ingénieurs de tout grade, ainsi que la rédaction 
des écrits nécessaires au développement des instructions officielles. Vous 
avez para desirer que je rassemblasse , pour le service des Ingénieurs , 
les matériaux épars dans mes leçons et dans ces commentaires ; je les 
ai réunis suivant vos intentions, et me suis renfermé dans les limites 
que vous m'avez prescrites : il en est résulté l'ouvrage que j'ai l'honneur 
de vous présenter. 

Je sais tout ce qui manque à ce livre pour qu'il soit digne de l'at- 
tention des Géomètres; mais j'ai considéré sa destination particulière ; 
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et j'ai préféré t avantage d’être plus utile, à la gloire de paraître plus 
savant. Votre estime et les témoignages de satisfaction que j’ai reçus 
du Ministre , après l’exercice des diverses fonctions dont il m’a honoré , 
me servent de dédommagement , et suffisent à ma récompense. 

Pour vous, Monsieur , qui, par une heureuse distribution du 
temps , savei allier la culture des lettres à la conduite des affiaires , 
votre nom peut espérer d‘ être inscrit avec une égale distinction dans les 
fastes des Muses et dans les annales de l’Histoire : on le prononcera 
sans doute après celui du Ministre éclairé dont vous secondez si 
dignement les efforts par votre fele et par vos talens. La célébrité que 
sa modestie semble fuir, sera le prix inévitable de la sagesse de son 
administration ; et les éloges donnés à l’importance de ses vues par 
la bouche même de SA MAJESTÉ , font assez connaître quelles 
sont d’accord avec les vastes projets que ce règne voit exécuter , et 
quelles flattent le goût du Monarque pour toutes les actions qui portent 
le caractère de la grandeur et de la justice. 

Un suffrage si imposant devient pour le Ministre et pour vous. 
Monsieur , le garant assuré de la reconnaissance des contemporains et 
de ï estime de la postérité. 

Je suis avec respect, 

Mo NSI EV K, 



Votre très-humble et très- 
obéissant serviteur, 

M. L POMMIÉS» 
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DISCOURS PRÉLIMINAIRE. 



I. h K T. un peuple agricole, où router les terrer sont partagées emre les 
citoyens , un des impôts les plus équitables est celui que le législateur établit 
sur les biens territoriaux : car enfin , dit Rousseau, c’est ce qui produit qui 
doit payer; et nul individu ne peut se refuser au sacrifice d’une partie de sa 
propriété pour la défense et la conservation de l’autre , sans renoncer aux 
avantages que lui assure le pacte social. Mais il ne suffit pas que la légi- 
timité des contributions foncières soit reconnue, ni que la loi, détruisant les 
privilèges, impose à tous les propriétaires un tribut proportionnel, comme 
elle garantit à tous la même protection ; il faut encore que le contribuable 
soit bien pénétré de l’esprit de cette loi , qu’il puisse en comprendre le texte 
et l’éclaircir au besoin par ses propres lumières; il faut enfin qu’il soit assez 
instruit sur les actes de l’administration exécutive pour être conduit à la 
confiance par le sentiment de la justice pufRque. On ne peut inspirer cette 
conviction nécessaire que par un mode de recouvrement, libre de l'influence 
de toute autorité locale , d’après lequel chaque particulier puisse asseoir lui- 
même et fixer sa dette , sans avoir II redouter les caprices de l’arbitraire, la 
partialité des collecteurs , ni les vexations des préposés. 

Tel est le but que le Gouvernement se propose d’atteindre en ordonnant 
l’exécution du Cadastre de France. On conçoit que cette immense opération, 
commencée aujourd’hui sur tous les points de l'Empire, est, d’après son 
objet , divisée en deux parties distinctes : la première , qui dépend des prin- 
cipes et des procédés réguliers de la géométrie, consiste h former le plan 
de toutes les propriétés individuelles, pour en déduire la connaissance exacte 
de leur superficie ; dans la seconde, on se propose d'estimer le rapport des 
terres , et d’apprécier leur produit. Cette évaluation , quoique dirigée par 
des règles moins fixes que celles de la géodésie et de l'arpentage , n'en sera 
pas moins incontestable, à cause des épreuves multipliées et sévères qui 
en vérifieront la justesse, et des sages mesures adoptées par le Ministre 
des finances pour soustraire ce travail important aux erreurs du jugement 
des experts. 






( VI ) 

Les anciens ont montré beaucoup de sagesse dans les réglemens qu’ils 
avaient faits pour assurer une égale distribution des impôts entre les citoyens'. 

On cite plusieurs cadastres qui confirment, à cet égard, l'excellence de 
leur législation ; mais il ne parait pas qu’ils aient pu fonder aucune de ces 
opérations sur le double travail que je viens d’indiquer. Malgré la cause 
assez probable à laquelle on rapporte l'origine de la géométrie chez les Â 
Égyptiens, et les progrès de cette science parmi les Grecs, l’arpentage et 
la géodésie furent peu cultivés dans l’antiquité. On doit attribuer l'in* 
différence des savans de cette époque pour les procédés de la pratique , au 
goût exclusif qui les entraînait vers les études spéculatives, et plus encore 
au défaut et h l'imperfection des instrumens. Les législateurs obtenaient 
alors des lois les secours que nous cherchons dans les arts ; un plein 
succès couronna plusieurs fois la pureté de leurs intentions. En Grèce, les 
subsides destinés à soutenir la guerre contre les Perses furent réglés par 
Aristide avec tant d’équité, que ses contemporains ont appelé cet impôt, 
/'heureux sort de la Grèce. A Rome , Servius Tullius, cet illustre fondateur des 
constitutions de la République , voulant répartir avec justice le rationnaire 
ou taxe personnelle , fit dresser une liste exacte de tous les citoyens, inscrivit 
à la suite de leurs noms des renseignemens précis sur les biens qu’ils pos- 
sédaient , et voulut que ce dénombrement se renouvelât périodiquement îl 
des époques déterminées : c’est le premier cadastre général dont les écrivains 
aient fait mention. Sous le gouvernement consulaire, cette utile institution fût 
abandonnée. II est vrai que, pendant le cours de ses victoires et de ses pros- 
pérités, l’Etat n’exigea des citoyens presque aucune imposition ; les revenus 
du domaine et les dépouilles des vaincus suffisaient à tous ies besoins : mais 
César et ses successeurs rétablirent le cens ordonné par Tullius , et créèrent 
cette espèce d’impôt appelé taille , lequel s’est conservé jusqu’à nos jours 
sous la même dénomination. 

En France, plusieurs provinces entreprirent à différentes.époques le ca- 
dastre de leur territoire ; mais deux fois seulement , depuis l’existence de la 
monarchie, cette opération fut étendue sur tout le royaume. Ordonnée 
d’abord par la déclaration du ai novembre 1763 , elle fut renouvelée après 
trente ans environ par le décret de l’Assemblée constituante : jamais elle ne 
reçut son exécution. Pour expliquer les causes qui s’y opposèrent, il suffit de 
rappeler les principaux événement de notre histoire. Sous les rois de la pre- 
mière race, comme k Rome pendant la durée de la république, les revenus 
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de l’État étaient en partie prélevés sur lés domaines : il en coûtait peu pour 
mettre en valeur ces grandes possessions nationales, parce que les Romains 
et les Francs avaient des esclaves qu’ils chargeaient de k culture des terres. 
Cependant l'insu ffisance'des produits était réparée par les dons volontaires 
que les Français offraient h leurs rois sous le nom de coutumi libre , et par des 
impôts annuels établis sur les Gaulois. Ces derniers étaient donc les seuls qui 
eussent un intérêt bien réel à voir régner dans les lois fiscales la justice et la 
modération ; et comme iis partageaient avec leurs vainqueurs la possession 
des terres, que d'ailleurs la France était souvent divisée en plusieurs royaumes , 
il était impossible de proposer et d’étendre sur ce vaste pays un cadastre 
universel. Il paraît néanmoins , suivant Grégoire de Tours , que Sigebert et 
Childebert son fils eurent recours à cette mesuie pour connaître les mutations 
introduites dans la division des propriétés par le mouvement des héritages , 
et lever les embarras qui rendaient chaque jour plus difficile la perception des 
tributs. Peut-être ce cadastre se fût exécuté dans toute PÂustrasie , si, par 
une inconséquence trop commune auj hommes quand l'intérêt les dirige , 
Grégoire , qui paria d'abord de cette ordonnance avec éloge, n’eût ensuite 
opposé la plus grande résistance à ce qu’elle fût observçe sur les terres de 
sa juridiction. Sous les descendans de Charlemagne et sous les premiers rois 
de la troisième dynastie, la faiblesse du pouvoir ne leur permit pas de se 
livrer à de si grandes opérations de finances t la tyrannie du gouvernement 
féodal avait couvert la France de petits souverains qui levaient en despotes 
les contributions de leurs vassaux , et les accablaient de taxes au gré de leurs 
caprices ou de leurs besoins. 

Après les croisades , et iorsque les rois , ayant affermi peu à peu leur 
puissance , eurent affranchi certaines villes du joug des seigneurs , ils sen- 
tirent la nécessité de régler par de sages dispositions l'ordre qui doit 
assurer les revenus de l'État : ils dirigèrent de ce côté leurs efforts; mais, 
trop souvent détournés par les querelles civiles, qui troublèrent presque 
sans relâche la paix intérieure , ils ne purent appliquer avec succès U leurs 
.vues les principes d’un cadastre général. On vit, en effet, se succéder en 
peu de temps et ces projets plusieurs fois renouvelés de conquêtes ultra- 
montaines , qui forcèrent d’augmenter les subsides avec le nombre des, 
troupes réglées; et les guerres sanglantes de religion, qui semèrent dans 
toute la France les meurtres, les embrasemens et le pillage ; enfin la décou- 
verte du Nouveau -Monde, qui fit naître chez les Européens l’avidité des 
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richesses et l'ardeur des expéditions dispendieuses. Au milieu de toutes ees 
agitations, on conçoit que les chefs de tant de partis et les gouvememens 
eux - mêmes devaient être peu délicats sur les moyens d’alimenter leurs 
trésors : en effet , les tailles , d’abord si modérées , s’élevèrent continuellement 
pendant ces troubles, et devinrent plus intolérables encore par l’injustice de 
leur distribution que par l'excès de leur accroissement; elles se trouvèrent 
portées à tel point sous Henri IV, que ce monarque, touché des misères 
publiques, et cédant à sa générosité naturelle autant qu’à la prudence, or- 
donna , pour ses peuples appauvris , la remise de plusieurs années arriérées. 

A l’énorme valeur des impôts, et sur-tout à l’excessive inégalité de leur 
répartition , se joignaient les exactions odieuses des receveurs et des huissiers. 
Les frais de poursuite qu’ils faisaient subir aux taillables , les rigueurs qu’ils 
exerçaient à leur égard , la faveur qu’ils montraient pour leurs partns et leurs 
amis, et les vengeances secrètes qui restaient impunies, excitaient l'indi- 
gnation et quelquefois des révoltes. Pour les Apaiser ou pour les prévenir, 
les rois multiplièrent les éditj et les déclarations ; ils envoyèrent des délégués 
dans diverses provinces avec mission de consulter les notables, et de régler, 
d’après leurs avis, .la quotité des impôts directs, et le meilleur mode de re- 
couvrement. Plusieurs pays d’états indiquèrent la source des abus ; sur leurs 
vives réclamations , ils obtinrent l'abolition des privilèges attachés aux terres 
nobles , et procédèrent alors à leurs cadastres partiels : de ce nombre sont 
le Languedoc , le Dauphiné , la Provence et la Haute -,Guienne._ Les 
obstacles que l’opération éprouva dans ces intendances , de la part d’une 
foule de particuliets et de corporations intéressés à refuser la connaissance 
exacte de leur fortune, firent désespérer de la mettre jamais à fin. Les plus 
sages eux -mêmes, dont on avait suivi les conseils, fatigués par tant de 
contrariétés et de dépenses, craignirent de s’ètre égarés dans leur zèle, et 
d’avoir proposé des moyens équivoques de soulagement, parce qu’il arriva 
que les pays cadastrés furent, pour la plupart, plus imposés que les autres. 
A ne considérer que ces résultats, le remède devait être jugé pire que le mal ; 
aussi cette opinion ^prévalut- elle dans l'esprit de ceux qui n’observèrent 
pas que l’effet naturel d’un cadastre bien ordonné est de répartir propor- 
tionnellement l’impôt sur la totalité du territoire , et d'empêcher qu'aucune 
parcelle ne puisse être soustraite à la loi. Lors donc qu’une province admi- 
nistrée de cette manière se trouve environnée de pays non cadastrés , où les 
terres les plus productives sont exemptes de tous droits, et où les impositions 
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des autres propriétés sont presque toujours établies sur des déclarations infi- 
dèles , les contribuables ne devraient pas être surpris de paraître plus chargés 
que leurs voisins. II suffirait d'introduire également le cadastre chez ces 
derniers , pour rétablir les termes d’une comparaison équitable , et faire dis- 
paraître toutes les apparences légitimes de plaintes. 

Un exemple mémorable vient à l’appui de ces remarques : je veux parler 
du cadastre de la Savoie , qui fut terminé en 1738, sous le règne de Vicier 
Ami II. Avant ce temps , les contributions foncières étaient levées , 
dans ce pays, de la même manière qu’en France; les ecclésiastiques, les 
nobles et les bourgeois de certaines villes jouissaient d’exemptions entières 
ou limitées , de manière que les charges publiques étaient supportées par 
un petit nombre de propriétaires. Le roi voulut restreindre les privilèges 
des uns et anéantir les droits accordés aux autres ; il ordonna' dans cette 
vue le cadastre général de ses États. Les opérations commencèrent en 
Savoie vers l’année 1729, et s'étendirent ensuite au Piémont. Le travail fut 
conduit avec beaucoup d’exactitude et de précision; sa justesse fut vantée 
par tous les Ingénieurs géographes , son utilité par tous les économistes ; 
et les habitans confirmèrent par leur assentiment les suffrages des artistes 
et des hommes d'état. Le gouvernement et les peuples en recueillirent les 
fruits pendant près de cinquante années ; car, au commencement de la 
révolution qui détruisit les réglemens établis pour perpétuer ce cadastre , 
il servait de base à la répartition des impôts fonciers , et de régulateur 
suprême aux contestations qui s'élevaient entre les particuliers sur les limites 
de leurs héritages. Les raisons précédentes, et ce fait qui les confirme, 
rendent sensibles les inconvéniens des cadastres partiels, et démontrent, 
tout-à- la-fois l'utilité d’un cadastre général. 

Les divers effets qui résultèrent du mauvais succès des nombreuses ten- 
tatives faites en France, furent remarquables dans les administrations pro- 
vinciales créées en 1787, par les avis opposés qui s’élevèrent dans ces assein- - 
blées sur les cadastres : les unes en ordonnèrent l’exécution ; les autres, au 
contraire, rejetèrent cette mesure comme illusoire et dis|>endieuse ; et rien 
n’était plus propre à la rendre telle que les opinions qui s'opposaient à sa 
généralité. Enfin, l’Assemblée constituante fut convoquée: là, toutes les 
idées libérales, toutes les grandes maximes politiques , déjà proclamées par 
les écrivains du xvti.' siècle, furent reproduites par le zèle, défendues par 
l’éloquence, et sanctionnée» par la sagesse. Appelée sur-tout à détruire les 
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vices de l'administration des finances , cette Assemblée ne trouva pas de re- 
mèdes plus salutaires pour y parvenir que d’ordonner le cadastre par-tout où 
il serait reconnu nécessaire : c’était le prescrire pour toute la France. Son 
décret du 28 août 1 79 1 jeta les bases de cette utile entreprise ; celui du 
16 septembre en régla l’exécution, qui fut confiée au Ministre des contri- 
butions directes. Tout semblait alors en garantir le succès : l’abolition des 
privilèges, la nouvelle division de la France en départemens, et cette favo- 
rable disposition des esprits , qui , dans ce moment de crise , se prêtaient sans 
murmure et sans contrainte à toutes les innovations qui intéressaient le bien 
public. La direction des travaux fut donnée à M. de Prony , membre de l’Ins- 
titut. Ce savant publia , le 2 1 mai 1792, une Instruction sur le levé des plans 
de masses et de détails j elle fut soumise au jugement des académiciens Borda, 
Lagrange, Laplaee et D el ambre , qui terminèrent leur rapport par ces mots : 
« L’Instruction rédigée par M. de Prony nous a paru claire , prêche et 
» complète ; en la suivant dans tous ses points , on aura de fort bons plans 
» partiels , construits de manière il former , par leur réunion , le cadastre gé- 
» néral exact de toute la France. » 

L’opération toucherait maintenant il son terme , si les guerres de la révo- 
lution et les troubles intérieurs qui éclatèrent de toutes parts il cette époque, 
n’eussent forcé le Gouvernement de remettre ces travaux il des temps plus 
tranquilles. Toutefois M. de Prony occupa son zèle dans le cabinet, et 
rendit aux sciences un service signalé , en faisant calculer par des méthodes 
ingénieuses, dont la plupart lui appartiennent, trois tables de logarithmes 
et de lignes trigonométriques , supérieures par leur étendue et leur approxi- 
mation à toutes celles de cette espèce qui les avaient précédées. 

Après seize ans d’orages , il fut permis enfin d’espérer des jours sereins : la 
Constitution de l’an 8 en fit naître l’aurore. Le Gouvernement des Consuls, 
après avoir renversé les factions , voulut tirer toute sa force de la confiance 
et du crédit public : en portant ses regards sur les nombreux désordres qu’il 
se proposait de réparer , il fut frappé des inégalités sensibles de la répartition 
des impôts fonciers. Telle commune , en effet , payait le tiers de ses revenus , 
lorsque d’autres n’en donnaient à peine que la seizième partie ; la même dis- 
proportion avait lieu entre les particuliers , et les réclamations s’élevaient de 
tous les points de la République. Le Ministre des finances voulut sérieu- 
sement y faire droit : il nomma dans ce dessein une commission qui se réunit 
en l’ai* 10, sous la présidence de M. Dauchy , conseiller d’état. Le seul 
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moyen vraiment efficace était un cadastre général : la Commission le sentit ; 
mais, pour arriver à ce but, il fallait éviter deux écueils : le premier, de faire 
entreprendre une opération que les grands propriétaires et les acquéreurs de 
domaines nationaux se seraient empressés de contrarier, en opposant l’inu- 
tilité des efforts que les anciens gouvernement avaient tentés ; le second , 
d’en fonder l'exécution sur un travail qui , en exigeant une dépense considé- 
rable de temps et d’argent, forcerait d'attendre pendant beaucoup d’années 
le bienfait d’une juste répartition. 

C’est alors que la Commission a proposé, comme un simple essai , l’ar- 
pentage et l’estimation des produits d’un certain nombre de communes prises 
au hasard dans chaque arrondissement communal. Ses conclusions , pré- 
sentées au Ministre , donnèrent lieu h l’arrêté des Consuls , en date du 1 2 
brumaire an 1 1 , par lequel il était ordonné que le plan du territoire de deux 
communes au moins et de huit au plus, dans chaque sous-préfecture, serait 
levé , pendant le cours de l’an 1 1 , par section et nature de culture. Çes 
travaux , purement géométriques , ont été terminés , et suivis de l’expertise 
des communes que le sort avait indiquées pour cette épreuve : on se 
ménageait par -là les moyens d’observer dans son esprit la loi du 1." dé- 
cembre 1790 , qui fixe le mode d’évaluation du revenu imposable des 
propriétés foncières, et dont les principes et les dispositions ont servi de 
base à celle du 3 frimaire an 7. 

Le Ministre des finances fût chargé d’exécuter cet arrêté des Consuls ; et 
le Gouvernement nomma M. Htnntt Commissaire spécial pour diriger, sous 
les ordres de son Excellence , toutes les opérations de l’arpentage et de l'ex- 
pertise. La plupart des Préfets établirent dans leurs fonctions le Géomètre 
en chef sous la responsabilité duquel ces travaux géodésiques devaient être 
entrepris et mis à fin dans un délai prescrit ; et ces Ingénieurs s’adjoignirent 
assez de collaborateurs, pour exécuter la carte figurative des communes 
désignées dans leurs départemens respectifs. 

Cependant la Commission reconnaissait toute l'insuffisance de la mesure 
qu’elle avait présentée; car, en expertisant ainsi quelques communes prises 
au hasard dans un arrondissement, que pouvait -on raisonnablement con- 
clure sur la totalité du territoire ! Si le sort les a marquées parmi les terres de 
meilleure qualité, tout l’arrondissement sera-t-il réputé de première valeur! 
Si, au contraire , le choix est tombé sur des terrains sans produits, fâudra-t-il 
inscrire dans cette classe le cinquième et souvent le quart du département ! 
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L’inconséquence saute aux yeux. Quels étaient donc les desseins de la Com- 
mission ! de convaincre ies propriétaires que les vues du Gouvernement 
étaient de respecter leur» droits en assurant ceux de l’Etat, et d’accorder avec 
elle les opposans sur ces deux points; savoir, l'inégalité de la répartition, 
et l'insuffisance des moyens adoptés pour la faire disparaître. L’exécution de 
l’arrêté du t 2 brumaire produisit cet effet désiré. 

Il était difficile de trouver des arpenteurs instruits qui voulussent 
abandonner leurs travaux accoutumés pour se livrer <1 une opération dont 
la durée, l’importance et la rétribution ne semblaient devoir offrir aucun 
dédommagement assuré. MM. Chanlaire et la Prade , qui furent consultés 
par la Commission , ouvrirent, avec l’autorisation du Ministre, des leçons 
de géométrie pratique, qu’ils donnèrent gratuitement pendant plusieurs 
mots; et bientôt, îr force de zèle, de soins et d’activité, ils adressèrent 
des arpenteurs dans les départemens qui ne pouvaient s’en pourvoir. Bientôt 
les opérations commencèrent sur toute la France; elles eurent pour guides 
des instructions précises, rédigées, en partie, par ces deux coopérateurs, 
et où la prévoyance du Ministre se manifesta clairement par l'adoption des 
trois bases suivantes : 1 .* l'uniformité de disposition des plans , 2° l’unifor- 
mité de leurs échelles , 3.° le rattachement de ces plans à des points fixes pris 
au dehors des territoires décrits. 

L’opinion publique une fois fixée sur la nécessité de généraliser les 
arpentages, par l’effet des résultats obtenus pendant l’an 1 1 , le Gouverne- 
ment étendit sur toutes les communes de l'Empire les travaux qu’il avait 
commandés sur un petit nombre ; et , par son arrêté du 27 vendémiaire 
an 1 2 , il ordonna le cadastre général de la France. Il ne s’agissait encore , 
à la vérité , que de construire les plans de masses de chaque commune par 
section et nature de culture : mais ce progrès immense fit bientôt sentir que 
la plupart des mesures adoptées pour les premières tentatives devenaient 
insuffisantes dans une si vaste entreprise. 11 fallut des, Géomètres en chef 
qui, sans être étrangers h l'ordre administratif, fussent capables de diriger, 
sur une étendue de cinq à six cent mille hectares environ , des opérations 
géométriques importantes et délicates ; il fallut deux mille Ingénieurs secon- 
daires pour les détails topographiques; et les premières Instructions publiées 
par le Ministre durent recevoir une extension correspondante h celle de 
l’opération elle-même. 

' Pour satisfaire k ces nouveaux besoins , le Ministre autorisa l’ouverture , 
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à Paris , d’un second cours de géodésie théorique et pratique , plus étendu 
que le premier, où seraient développées toutes les connaissances élémen- 
taires utiles aux Ingénieurs du cadastre. Les leçons de ce cours furent 
confiées à quatre professeurs, sous l’inspection de M. le Commissaire impé- 
rial et la direction de MM. Chanlairt et la Pradt, MM. Bena^et, Haulier , 
Rtynaud et moi ayant été choisis pour remplir ces fonctions , chacun de 
nous se chargea d’une partie de l’enseignement, et fit ses efforts pour jus- 
tifier la confiance du Ministre. Dans la suite, son Excellence arrêta qu’aucun 
aspirant ne serait élevé désormais au grade de Géomètre en chef et 
d’ingénieur secondaire , qu’il n’ait subi un examen des professeurs. Peu h 
peu les places furent occupées par des personnes capables d’en remplir avec 
succès les devoirs : elles assurent aujourd’hui à leurs titulaires une honorable 
existence ; et devenues le prix du mérite , elles ont acquis la considération 
qui les fait rechercher avec empressement. 

Le service du cadastre recevait ainsi des améliorations annuelles , et 
tendait continuellement vers son dernier degré de perfection. Enfin le 
Ministre , éclairé par cinq ans d’expérience et par les rapports de M. le 
Commissaire impérial , confirmé dans ses desseins et dans ses vues par 
les demandes d'un grand nombre de propriétaires et les vœux légalement 
exprimés des conseils municipaux , résolut , vers la fin de 1807 , d’entre- 
prendre le Parai taire, en se servant des opérations déjà terminées sur 
quatorze mille communes , et de rétablir ainsi , dans toute leur plénitude , 
les dispositions législatives de l'Assemblée constituante. Cette dernière 
détermination, consacrée par le Gouvernement, a motivé la loi du 1 5 sep- 
tembre 1807 et le rapport qui la précède. 

C’est ainsi que la prudence du Ministre et les efforts constans de M. le 
Commissaire impérial ont élevé par degrés le cadastre de l’Empire, d'un 
simple essai borné d'abord au levé des pians de masses de dix -huit cents 
communes environ , jusqu’au parcellaire de plus de cinquante mille. Jamais 
opération d'Etat ne fut plus immense dans ses détails, plus importante 
dans ses résultats, plus louable dans son objet. S'il est vrai, ainsi que l'ont 
pensé Vauban , l’abbé de Saint- Pierre , d’ Argent on et Turgot, que les taxes 
établies sur les terres soient la contribution la plus juste comme la plus inva- 
riable, une répartition proportionnelle de cet impât entre les contribuables 
devient l’acte administratif le plus utile et le plus grand. Le souverain qui 
fonde sur cette base la prospérité de ses États , et le ministre qui met sa 
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gloire à réaliser de si nobles projets , méritent la reconnaissance des siècles 
et celle de leurs contemporains. C’est par-là q ü’ Aristide a justifié le surnom 
de Juste, et Colbert celui de Grand. C’est le sentiment de cette vérité qui 
inspirait les sages plans des philosophes économistes , et qui faisait dire il 
Raynal, dans le style qui le caractérise : a Un cadastre qui mesurerait avec 
» soin les terres , qui apprécierait avec équité leur valeur , serait seul capable 
» de fonder un bon système de finances. On n’a que rarement , qu’imparfai- 
*> tement appliqué un principe si simple et si lumineux. Il faut espérer que 
» cette belle institution , quoique vivement repoussée par le crédit et la cor- 
» ruption, sera perfectionnée dans les États où elle a été adoptée, et qu’elle 
» sera introduite dans les empires où elle n'existe pas encore. Le monarque 
» qui signalera son règne par ce grand bienfait , sera béni pendant sa vie ; 
» il laissera un nom cher à la postérité , et sa félicité s’étendra au-delà des 
» siècles, si, comme on n'en peut douter, il existe un Dieu rémunérateur. » 

II me reste à parler de ce Livre, des raisons qui l’ont fait entreprendre et 
qui m’engagent à le publier. Ce sont les leçons du cours de géodésie qui 
sont mises en ordre dans l’ouvrage que j'offre id aux Géomètres chargés du 
cadastre : elles contiennent l’ensemble des théories dont les instructions du 
Ministre exigent l’application , soit pour obtenir rigoureusement les résultats 
de la grande triangulation des communes , soit pour en déduire les distances 
des points remarquables à la méridienne des chefs-lieux ainsi qu'à celle de 
Paris, soit enfin pour appliquer ces résultats aux détails topographiques. 

Ce travail n’était d’abord destiné qu’à composer les notes qui accom- 
pagnent le Développement rapporté dans ce Manuel; mais , le grand nombre 
des matières ayant surpassé de beaucoup l’étendue qu’il convient de donner 
à de simples notes , on ne conserva sous ce titre que celles qui sont imprimées 
à la suite du Développement , et l’on en détacha tout ce qui parut n’être pas 
immédiatement essentiel à l’intelligence du texte. Ce complément forme, 
sous la dénomination de Manutl de l'Ingénieur du Cadastre, un traité élé- 
mentaire que peuvent consulter les Ingénieurs-vérificateurs et les Géomètres 
secondaires , pour se diriger dans l'art des observations , dans l’application 
des diverses formules dont elles donnent les élémens , ou dans la confection 
des cahiers de calculs suivant la forme prescrite par les ordres du Ministre. 

Le Manuel est précédé des Instructions officielles auxquelles il se rap- 
porte , et divisé en quatre chapitres. Le premier renferme la trigonométrie 
rectiligne ; il comprend tout ce qu’il est important de connaître sur la 
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construction des triangles, sur leur résolution générale, leur calcul, et la 
formation des tables des lignes trigonométriques. M. Rtynaud , qui s’est 
chargé de cet article, a sur - tout insisté sur l’application des formules à 
des exemples numériques. La plupart des calculs relatifs aux opérations de 
détail du cadastre n’exigent le plus souvent que l’emploi des tables de loga- 
rithmes îi cinq décimales ; et dans les exemples qu’il a choisis, M. Rtynaud 
ne s’est pas proposé d'atteindre une plus grande approximation : cependant , 
pour ne rien laisser à desirer sur les moyens d’obtenir une rigoureuse exac- 
titude, j’ai terminé ce premier chapitre par un supplément que l’on peut 
lire n." 8 j et juivans, où , tous les cas de la résolution générale étant 
appliqués h un triangle dont les côtés sont exprimés par de grands nombres 
et les angles estimés en secondes , il a fallu faire usage de logarithmes 
poussés jusqu’au huitième ordre décimal , et corriger par les règles connues 
ceux qui auraient pu introduire daft les résultats des erreurs supérieures 
à ce degré. J’ai rapporté aussi plusieurs formules que l’on ne trouve pas 
exposées dans le Traité de trigonométrie, mais qu’il est facile d’en déduire. 

Le second chapitre a pour objet la trigonométrie sphérique. Les prin- 
cipes de la résolution générale des triangles formés par l'intersection de 
trois grands cercles d’une même sphère, sont rarement utiles dans le levé 
du plan des territoires d’une médiocre étendue ; mais ils trouvent leur ap- 
plication dans la triangulation de premier ordre , et dans la démonstration 
de plusieurs formules auxquelles les Géomètres ont quelquefois besoin de 
recourir, pour rapporter les angles ou les lignes qui sont les résultats im- 
médiats de leurs observations et de leurs mesures, sous les dimensions qu’ils 
doivent conserver dans le tracé graphique. La réduction des angles i l’horizon , 
la détermination de la longitude et de la latitude des points terrestres, ainsi 
que les calculs qui conduisent ik estimer leurs distances , ou qui servent h les 
Axer sur une grande surface , en les rapportant à la méridienne d’un chef- 
lieu et à sa perpendiculaire , sont autant de problèmes dont la solution 
dépend des règles de la trigonométrie sphérique : il a donc été nécessaire 
de la comprendre dam ce Manuel , afin de ne pas obliger le lecteur de 
recourir h d’autres traités pour l'intelligence du chapitre troisième. Mais en 
même temps j’ai pensé que, dans un ouvrage de cette espèce, il convenait 
de faire un usage modéré des procédés et des artifices de l’algèbre, en 
faveur de ceux qui ne sont pas très - familiarisés avec les transformations 
analytiques ; c’est pourquoi j’ai cherché à n’employer dans la démonstration 
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des divers théorèmes qui servent de base à la résolution des triangles sphé- 
riques , que de simples constructions de géométrie , en conservant néan- 
moins , par cette voie, à la plupart des formules, la forme logarithmique 
qu’elles doivent affecter pour les applications numériques. Si je parais m’être 
éloigné de ce plan, en présentant le développement en séries du sinus et 
du cosinus d’un arc, c'est que dans plusieurs recherches j’ai tiré de ces 
suites beaucoup d'avantages , et qu’elles sont indispensables pour l’intelli- 
gence du beau théorème de M. Legendre sur les triangles sphériques dont 
les côtés sont très - petits par rapport au rayon de leurs sphères. Cette 
proposition remarquable consacre un fait géométrique aussi intéressant en 
théorie qu’utile dans ses applications, par la conséquence importante que 
la pratique en déduit. 

Le chapitre troisième traite de fa géodésie. Forcé par le plan de cet 
ouvrage à me borner aux élément ddfcette science, je me suis principa- 
lement attaché à éclaircir , par beaucoup de développement et par de fré- 
quentes applications numériques , les formules les plus usuelles. La descrip- 
tion des instrumens propres it l’observation des angles , et la construction 
attribuée à Nonius pour l’estimation de la valeur des arcs moindres que la 
plus petite division du limbe, font la matière du second paragraphe : le 
premier est rempli par des considérations générales sur l’ensemble des 
opérations géodésiques. 

Dans le troisième , j'expose la méthode de M. De/ambre pour réduire 
un angle au centre de la station , et j’en discute avec détail les principales 
modifications. 

Le quatrième et le cinquième paragraphes présentent les calculs relatifs 
h la réduction des angles à l'horizon , ainsi que les soins et les corrections 
qu'il faut apporter dans la mesure des bases. 

Le sixième, et le plus étendu, comprend toutes les notions préliminaires 
qui éclairent le problème des longitudes et des latitudes. En parlant des 
arcs sur lesquels on compte les latitudes , j’ai été conduit it présenter les, 
divers procédés que peuvent employer les Ingénieurs du cadastre pour 
déterminer avec exactitude la direction d’une ligne méridienne. J’ai donné 
les formules qui conduisent à estimer la distance itinéraire de deux points 
terrestres; et j’ai particulièrement insisté sur la méthode employée par 
Cassini pour rattacher le sommet des triangles qui couvrent un grand ter- 
ritoire , à la méridienne d’un chef-lieu et à sa perpendiculaire. Ce paragraphe 
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est terminé par plusieurs exemples, entre autres par le calcul de la distance 
de Turin à la méridienne de Paris et à sa perpendiculaire , connaissant 1 » 
latitude et la longitude de cette ville , et par quelques considérations sur la 
boussole. 

Dans le quatrième chapitre, consacré h donner les connaissances pratiques 
" qui doivent être familières aux Ingénieurs du cadastre , on trouvera , sur les 
instructions en usage dans les opérations topographiques , des détails des- 
tinés h compléter les notions contenues sur cet objet dans le Développement 
dis Instructions du Ministre. J'ai suivi , pour la distribution des onze para- 
graphes qui forment les divers articles de ce chapitre, la division observée 
dans un projet d'instruction rédigé par M. Hochard, employé aux bureaux 
du cadastre. Cette pièce , dont on retrouve en partie les principales dis- 
positions dans l'arrêté du 20 avril , 111'a servi de modèle et d'exemple, tant 
pour l’ordre des matières que pour la netteté de la rédaction. J'ai complété 
le problème déjà traité dans le chapitre précédent , sur la fixation des 
points d'une carte par leur rapport à une méridienne et à sa perpendicu- 
laire. Quand les points sont peu éloignés .de ces deux axes , les calculs 
reçoivent de grandes simplifications, et ne dépendent plus alors que des 
principes de la trigonométrie rectiligne. On trouvera la construction des 
échelles et la nomenclature de celles qui sont ordonnées , ainsi qu'une 
table pour convertir les toises en mètres , et réciproquement. J'ai rapporté 
les principales formules relatives à l’évaluation de surfaces agraires. Enfin 
j’ai présenté tous les travaux d’un plan fictif, afin d’avoir par- là l'occasion 
d’offrir aux Ingénieurs- vérificateurs et aux Géomètres du cadastre l’en- 
semble et la forme des registres, des cahiers de calculs, des procès-verbaux, 
tableaux indicatifs et bulletins qu’ils doivent tenir pour confectionner le 
plan d'une commune et sa vérification. J’ai suivi pour ces modèles les ordres 
prescrits par ie Ministre, et le texte des instructions et des artètés, dont la 
collection a été publiée par M. Oyon , chef des bureaux du cadastre (*). 

J’ai regretté que la destination de ce Manuel ne me permît pas de faire 
connaître l'état actuel de la géodésie , et de présenter les savantes théories 
qui ont porté cette science à la hauteur où nous la voyons parvenue. Après 
avoir donné les préceptes élémentaires et leurs principales applications , il 



{ • ) La collection de» loi» , arrête» rt circulaire» relatif» à l'arpentage et k l’expertise Je» cops- 
niunci, se trouve chci Rndcuncaii , au dépôt des loi», place du Palais de justice, n.° 1, 
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m’eût été agréable d'arriver à des considérations plus élevées , et de trouver 
pour dédommagement le plaisir d'exposer, sur cette matière, les travaux 
célèbres de MM. Laplact , Legendre , Delà mère et Lacroix : mais de plus 
longs détails m’auraient entraîné hors des limites qui m’étaient prescrites ; 
et cette entreprise ayant été exécutée avec succès par M. Puissant, je dois 
engager les Ingénieurs du cadastre qui désirent acquérir des connaissances 
ultérieures, k consulter le Traité publié par ce géomètre; ils y liront les 
écrits de nos grands maîtres rapportés avec ordre, et accompagnés d’utiles 
développemens. 

M. Hautier , qui devait rédiger quelques parties de cet ouvrage, fut 
détourné de ce travail par la vérification des bulletins de la grande trian- 
gulation de Cassini. Cette révision l’occupa tout entier , et je restai seul 
chargé des trois derniers chapitres. J'ai pu à peine, dans le court espace 
de temps qui me fut accordé , rassembler et coordonner ces matériaux ; 
et malgré les efforts que j’ai faits pour les présenter avec méthode, et pour 
remplir, îi cet égard, les intentions du Ministre et l’attente de A1. le Com- 
missaire impérial , je ne me dissimule aucune des imperfections de cet 
ouvrage, et je sens qu’il est plus facile de montrer du zèle que du talent. 

Je prie MM. les Ingénieurs-vérificateurs , MM. les Géomètres du cadastre 
et leurs collaborateurs , pour qui cet essai a été entrepris , de me faire part des 
améliorations dont ils le jugeront susceptible. Je réclame particulièrement 
ce témoignage d’intérêt des Ingénieurs de tout grade que j’ai formés et que 
j’ai eu l’avantage d'attacher à ce service public. Répandus dans toutes les 
communes de l’Empire, ils peuvent facilement me donner des détails utiles 
sur une foule de difficultés que l’on rencontre dans la pratique , et qui 
naissent des localités. De ce nombre sont plusieurs Ingénieurs en chef, pour 
la plupart anciens élèves de l'Ecole polytechnique. Je leur dois déjà des 
renseignemens , dont je me suis empressé de faire usage ; et je recevrai 
avec une égale reconnaissance les nouvelles observations qu’ils voudront 
bien m’adresser, et que leur dictera une critique judicieuse, éclairée par 
l’expérience. 

M.' P. 
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INSTRUCTION 

POUR LES ARPENTAGES PARCELLAIRES. 

TITRE I er 

De 1‘ Exécution du Parcellaire. 

Article i. cr 

L’arpentage parcellaire s’exécute d’après une triangulation 
et un plan linéaire qui présente la circonscription de la commune, 
les principaux chemins, les montagnes, rivières, la position des 
chefs-lieux et hameaux, la division des sections, leurs subdivi- 
sions si elles en sont susceptibles , et les forêts impériales et 
communales. 

2. Le parcellaire se compose d’autant de feuilles qu’il y a de 
sections dans la commune, ou, si les sections sont trop étendues, 
de subdivisions de sections. Le nombre de ces feuilles est dé- 
terminé par le Géomètre en chef, qui prend la dénomination 
d ' Ingénieur -vérificateur du cadastre; il en est formé un atlas, en 
tête duquel doit se trouver un tableau d’assemblage ou plan 
général de la commune, ne présentant d’autres détails que ceux 
spécifiés en l’article précédent. 

3. Le tableau d’assemblage doit être à l’échelle d’un sur le 
papier à 5000 sur le terrain , si la commune n’excède pas 1200 
arpens métriques ; 

D’un à 10,000, depuis 1200 jusqu’à 3000' arpens; 

Et d’un à 20,000 pour les communes dont le territoire excède 
3000 arpens; 

c 2 

♦ 
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De manière que ce pian puisse, dans tous les cas, tenir sur 
une feuille de papier grand-aigle. 

4 - Les plans parcellaires sont rapportés sur l’échelle d’un à 
j 000, et sur celle d’un à. 1 5 00, selon que le Préfet le déter- 
mine pour chaque commune ou portion de commune, d’après 
la proposition de l'Ingénieur - vérificateur , et sur le rapport du 
directeur des contributions. 

5. L’ingénieur-vérificateur réside dans le chef-lieu du dépar- 
tement, et ne peut exercer d’autres fonctions; il examine tous 
les sujets qui se présentent pour être Géomètres du cadastre, et 
donne une attestation de capacité à ceux auxquels il aura re- 
connu les talens nécessaires. 

6 . Ceux-ci, d’après cette attestation et sur le rapport du 
directeur des contributions, reçoivent du Préfet une commission 
de Géomètre du cadastre, si ce magistrat les en juge d'ailleurs 
susceptibles. 

7. L’ingénieur-vérificateur place les Géomètres commissionnés 
dans les communes désignées par le Préfet sur le rapport du 
directeur. Il dirige et surveille leurs travaux et leur conduite. 

8. II vérifie par lui-même, ou par un employé de confiance; 
dont il est responsable, toutes les opérations des Géomètres, 
dresse un procès-verbal sommaire de cette vérification , et le 
remet au directeur des contributions, qui en rend compte au 
Préfet. 

9. II est, en outre, chargé de la rédaction et expédition de tous 
les travaux du parcellaire qui peuvent se faire dans le cabinet; 
savoir : 

Le calcul des contenances; 

Le tableau indicatif des propriétaires, des propriétés et de 
leurs contenances; 
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Les bulletins ou relevés , en double expédition , des articles 
qui concernent chaque propriétaire, dont il sera parlé ci-après, 
et dont le modèle est ci-annexé ; 

Les deux copies de l'atlas et de son tableau d’assemblage. 

10. Les Géomètres du cadastre nommés par le Préfet, d’après 
l’attestation de l’Ingénieur - vérificateur et sur le rapport du 
directeur, sont chargés de la délimitation de la commune, de sa 
division en sections, conformément aux instructions données à 
cet égard pour les anciens plans de massesi de la triangulation, 
du plan linéaire, du plan parcellaire, et de la minute du tableau 
indicatif des propriétaires et des propriétés. 

11. Ils peuvent s'adjoindre des arpenteurs pour le levé du 
détail, et en demeurent responsables. Les arpenteurs doivent 
être agréés par l’Ingénieur-vérifiçateur, et les traités passés entre 
les Géomètres et les arpenteurs adjoints doivent être par lui 
approuvés. 

12. La tolérance pour les mesures linéaires est d’un centième, 
et, pour les mesures de surface, d’un cinquantième. 

13. L'ingénieur-vérificateur peut proposer la révocation des 
Géomètres dont les travaux ou la conduite donnent lieu à quel- 
ques reproches. Cette révocation est prononcée par le Préfet, sur 
le rapport du directeur. 

14. Aussitôt que le Géomètre chargé de l’arpentage d’une 
commune a terminé la délimitation, la division des sections, 
la triangulation et autres travaux préparatoires, le Préfet, sur le 
compte qui lui en est rendu par le directeur des contributions; 
charge, par un arrêté spécial, le Maire de la commune, de faire 
publier, sur la demande du Géomètre, l’avis aux propriétaires, 
du jour où les travaux du parcellaire devront s’exécuter, afin 
qu’ils assistent, par eux ou par leurs fermiers, régisseurs ou 
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autres représentai, à l’arpentage de leurs propriétés, et qu’ils 
fournissent tous les renseignemens nécessaires. 

ij. Lorsqu’une portion de terrain est contestée par deux ou 
plusieurs propriétaires , le Géomètre les appelle et cherche à les 
concilier à l’amiable, de manière à assigner à chacun sa part 
dans cette portion. 

En cas de non-conciliation , s’il y a sur le terrain des limites 
apparentes , le Géomètre les figure sur le plan par des lignes 
ponctuées , assignant à chacun la partie qui paraît lui appartenir 
au moment de l’arpentage; sauf, si les parties font juger leur 
contestation avant l’entière confection du plan, à le rectifier', 
ainsi que le tableau indicatif, d’après le jugement. 

S’il n’y a point de limites apparentes , le Géomètre ne fait 
qu’une parcelle de toute la portion en litige : il porte néanmoins 
autant de numéros qu’il y a de propriétaires prétendans; il porte 
de même sur le tableau indicatif les noms de tous les proprié- 
taires, sauf à diviser la contenance totale entre eux, d’après le 
jugement de la contestation. Dans tous les cas, les opérations 
ne peuvent éprouver aucun retard. 

1 6 . Lorsque , dans un bois impérial ou communal , il existe 
des portions appartenant à des particuliers, le Géomètre se fait 
autoriser, conformément aux régleinens relatifs à l’administration 
générale des forêts, à ouvrir les laies reconnues indispensables. 

17. Lorsqu’un bois se divise entre plusieurs particuliers, ils 
sont invités à consentir à l’ouverture des laies nécessaires ; à 
moins qu’ils ne préfèrent de déclarer la quantité appartenant à 
chacun d’eux, de manière que les contenances partielles cadrent 
avet la contenance totale donnée par le plan, et que le Géomètre 
puisse figurer sur le plan la portion de chacun. 

Dans le cas d’ouverture des laies , les abatages appartiennent 
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aux propriétaires , les frais d’ouverture étant à ia charge des Géo- 
mètres. 

Dans ie cas de contestation ou d’incertitude , le Géomètre 
suivra les dispositions de l’article 1 5 ci-dessus. 

18. Un indicateur fourni par le maire de la commune, un 
jour de chaque semaine seulement, indique les noms, surnoms, 
professions et demeures des propriétaires des diverses parcelles. 

19. Lorsqu’une portion ou division de section est arpentée 
parcellairement, le Géomètre se rend, le dimanche suivant, ou 
tout autre jour convenable, à la mairie, où le maire appelle les 
propriétaires qui ont des biens dans cette portion , à l’effet de 
reconnaître les propriétés portées sous leurs noms; et, d’après 
leurs observations, le Géomètre rectifie et complète le tableau 
indicatif de cette partie de la commune. 

20. Lorsque tous les travaux de l'arpentage sont terminés, 
ainsi que la minute du tableau indicatif, le Géomètre fait par- 
venir le tout à l’ingénieur-vérificateur. 

2t. Celui-ci fait alors le calcul des contenances, les porte 
sur la copie du tableau indicatif, et rédige ensuite un bulletin, 
dans lequel il réunit, sous le nom de chaque propriétaire, et par 
sections, toutes les propriétés éparses dans le tableau indicatif. 
Ces bulletins sont faits en double expédition. 

22. Il remet ensuite une expédition des bulletins au directeur, 
qui les fait passer au maire de la commune. 

23. Le maire les fait distribuer à tous les propriétaires , avec 
invitation de les examiner et de les lui renvoyer, en y joignant 
leurs observations, s’il y a lieu. 

24. Les propriétaires, leurs fermiers ou représentans , ont 
un mois pour examiner leurs bulletins et les renvoyer avec leur 
adhésion , ou leurs réclamations s’ils en ont à former. 
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2 j. Le Maire peut également réclamer relativement aux biens 
communaux. 

2 6. S’il y a «Jes réclamations , le Préfet charge i’Ingénieur- 
vérificateur de s’assurer d’abord si l’objet de la réclamation ne 
provient pas d'une erreur de calcul. 

Dans le cas contraire , le réclamant peut requérir le réarpen- 
tage par un autre Géomètre ou arpenteur, à ses frais, si sa ré- 
clamation ne se trouve pas fondée; aux frais du Géomètre qui a 
levé le plan, si l’erreur provient de son fait. Il est dressé procès- 
verbal de cette opération. 

27. Les tableaux indicatifs et bulletins sont rédigés en me- 
sures métriques. En tête de chaque tableau et bulletin, le rapport 
de ces mesures métriques aux diverses nu-sures locales de la 
commune est exprimé. Ce même rapport est, en outre, exprimé 
approximativement dans les bulletins en fractions simples; et le 
total des contenances réunies est converti en mesures locales. 

28. L’ingénieur-vérificateur dépose à la direction les bulletins 
revenus de la communication, et les doubles de ceux qui n’au- 
ront pas été renvoyés, la copie bien rectifiée du tableau indicatif, 
et les deux copies de l’atlas, une pour le département, laquelle 
reste provisoirement à la direction, et l’autre pour la commune. 
Chaque copie de l’atlas est précédée du tableau d’assemblage; 
un calque de ce tableau d’assemblage est envoyé au ministère 
des finances. 

2p. Aussitôt après la remise de ces pièces, le Préfet donne 
les ordres pour faire commencer les opérations du classement et 
de la matrice de rôle. 

TITRE II. 

Du Paiement de la Dépense. 

Art. l ." L’attribution, précédemment réglée en faveur du 

Géomètre 
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Géomètre en chef, est convertie en une somme fixe, payable 
par mois, et en une rétribution variable, tant pour ia vérification 
des opérations sur ie terrain, que pour l’expédition des travaux 
du cabinet. , 

z. La partie fixe est de 4 °°° fi - - dans les départemens qui 
sont de première classe, pour la direction des contributions; 
De 3500 fr. dans les départemens de seconde classe, 

Et de 3000 fr. dans ceux de troisième classe. 

£a rétribution variable est réglée par le Préfet, suivant les 
localités, sans toutefois qu’elle puisse excéder 3 1 centimes par 
arpent, et 1 1 centimes par propriété parcellée. 

3. La rétribution des Géomètres du cadastre est réglée par 
le Préfet , suivant les localités , et de manière qu’elle ne puisse 
excéder un franc par arpent, et aj centimes par parcelle de 
propriété. 

4 ■ Toute parcelle ou numéro du plan parcellaire qui contient 
plus de vingt -cinq arpeus métriques, quoique divisés par des 
chemins ou ruisseaux, ne peut être payée au Géomètre au-delà 
de 3 o centimes par arpent ; le paiement par parcelle demeurant 
au surplus le même. 

5. Pour les communes pour lesquelles il a déjà été fait des 
plans de masses , le Géomètre ne peut recevoir que les trois quarts 
du prix par arpent réglé par l’article 3 ci-dessus, le paiement par 
parcelle demeurant le même ; et pour les communes dont les 
trois copies du plan de masses ont déjà été dessinées à Paris , 
l’Ingénieur -vérificateur ne reçoit point les j centimes alloués 
pour les tableaux d’assemblage, 

6 . Dans les communes déjà arpentées en masses, il n’est rien 
payé par arpent, pour toute parcelle excédant vingt- cinq arpens 
métriques; le Géomètre ne reçoit que l’attribution réglée par 
parcelle. 
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7. La rétribution variable de l’Ingénieur-vérificateur lui sera 
payée dans les proportions suivantes : 

Un quart au moment où il aura placé un Géomètre dans cha- 
cune des tommuiies désignées pour l’arpentage ; 

Un quart lorsque le Géomètre aura remis le parcellaire, pour 
être calculé, et la minute du tableau indicatif, ainsi que le 
procès-verbal de la délimitation, et que, de son côté, l'Ingénieur- 
vérificateur aura remis au directeur le procès-verbal de vérifi- 
cation ; 

Un quart lorsque l’Ingénieur- vérificateur aura remis à la 
direction la minute du plan , le tableau indicatif et les bulletins 
des propriétaires; 

Enfin le dernier quart, ou le solde, après que, toutes les récla- 
mations étant jugées, l’expertise et la matrice de rôle expédiées, 
le travail sera entièrement terminé, et qu’il ne restera aucun 
doute sur son exactitude. 

8. Les Géomètres du cadastre recevront, tous les mois, sur la 
proposition de l’Ingénieur- vérificateur et le rapport du directeur, 
un à-compte qui ne pourra excéder too fr. par commune. 

Lorsqu’un Géomètre aura remis la minute du parcellaire, celle 
du tableau indicatif et les autres pièces à l'Ingénieur-vérificateur, 
il recevra, toujours sur la proposition de ce dernier et le rapport 
du directeur, la somme qui, avec les à-comptes déjà reçus, for- 
mera les trois quarts de son indemnité totale. 

Le dernier quart lui sera payé après l’expédition de l’expertise 
- et de la matrice de rôle. .. 

Paris, le i." Décembre 1807, 

Le Ministre des finances , GAUDIN. 

b 
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INSTRUCTION PRATIQUE 

POUR LES GÉOMÈTRES DU CADASTRE, 

Sur ht Rédaction du Tableau indicatif des Propriétaires et des 
Propriétés ; 

approuvée par le ministre des FINANCES LE 20 AVRIL I 808. 

L’Instruction du 1.*' décembre 1807 sur les arpentages 
parcellaires explique clairement la manière dont ces opérations 
doivent être exécutées. L’expérience d’une année mettra A même 
de connaître les développemens qu’il serait utile d’y ajouter. 

Les articles 3 et 4 . relatifs aux échelles des plans, ont paru 
présenter quelque incertitude : le tableau d’assemblage doit toa- 
jours être rédigé sur une feuille de papier grand-aigle ; on doit 
adopter celle des trois échelles de j , 10 ou 20,000 que la con- 
tenance ou la configuration de la commune exigera. 

L’atlas parcellaire doit être à l’échelle d’un à jooo , lorsque 
les localités de la commune le permettent : si les propriétés sont 
plus morcelées, il faut adopter l’échelle d’un à 2500; et si cette 
échelle est encore trop petite pour quelques portions de territoire 
très-divisées , il faut développer ces portions sur des feuilles sé- 
parées à l’échelle d’un àTajo. 

Chaque feuille d’atlas doit, en général, comprendre une sec- 
tion : si les sections étaient très-petites , on pourrait en mettre 
deux sur la même feuille; si, au contraire, la section est trop 
étendue, on la partage en deux ou plusieurs feuilles. 

11 peut arriver que la plus grande partie d’une commune se 
prête à lechelle d’un à 5000 , qu’une autre partie exige l’échelle 
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d’un à 2 j oo , et que quelques portions ne puissent se rendre qu’à 
l’échelle d’un à 1250. 

Alors le Préfet déterminera, en général, sur la proposition du 
directeur des contributions et de l’Ingénieur-vérificateur, si l’on 
emploiera exclusivement la seule échelle de 5000 ou de 2500 
pour toute la commune, ou s’il est plus avantageux de se servir 
des trois échelles. Dans ce cas, chaque feuille devra indiquer à 
quelle échelle elle est rapportée. 

Néanmoins si, lorsque l’échelle d’un à 5000 ou à 2500 aura 
été adoptée pour une commune, le Géomètre trouve une portion 
de territoire qui exige plus de développement , il pourra adopter 
l’échelle d’un à 1250, sauf à obtenir, après coup, l’approbation 
du Préfet. 

Les propriétés bâties dans des villes ou faubourgs continue- 
ront, d’être levées par masses d’îlots. Chaque îlot, y compris les 
jardins de pur agrément, sera considéré comme une parcelle; les 
églises et les monumens ou édifices publics devront toujours être 
distingués. 

Les grands jardins, les marais légumiers, devront être levés 
distinctement, de même que toutes les autres natures de pro- 
priétés non bâties. 

Les maisons des bourgs, villages et hameaux, seront détaillées; 
mais on ne fera qu’une seule et même parcelle de l’habitation , de 
la cour et des bâtimens ruraux. 

Le Géomètre n’est pas tenu de lever et de figurer sur son plan 
les détails des parcs ou jardins de plaisance fermés de murs; mais 
il doit distinguer les bâtimens d’habitation qui s’y trouvent. 

Les rues, les places publiques, les grandes routes, les chemins 
vicinaux, les rivières, et généralement tous les objets non impo- 
sables, seront levés et décrits avec exactitude. 

On pourra figurer approximativement , et par des lignes 
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ponctuées, les chemins et sentiers qui font partie intégrante des 
propriétés. 

Les terrains momentanément incultes par suite de ia mort du 
précédent propriétaire, par l’effet d'un procès ou par toute autre 
cause, seront, d’après l'avis du Maire et de l’indicateur, portés à 
raison du genre de culture qu’ils avaient précédemment. 

Les masses de cultures de l’atlas parcellaire seront coloriées 
des mêmes teintes que celles employées dans les copies des plans 
de masses dessinées à Paris , et renvoyées dans les départemens. 
Ces copies seront consultées pour modèles des écritures. 

Le tableau d’assemblage ne sera colorié que comme l’étaient 
les calques des plans par masses de cultures. 

On entend par parcelle , toute propriété ou portion de pro- 
priété qui présente une seule nature de culture. Toutefois, un 
champ où il y aurait deux cultures mêlées, comme un pré dans 
lequel seraient plantés des arbres , ne formera qu’une seule par- 
celle. Le Géomètre le portera d’après la culture principale, et 
indiquera en note la culture accessoire. 

On entend également par parcelle , chaque portion qui , dans 
une propriété de même culture, se trouve divisée par des haies, 
fossés ou autres limites fixes : ainsi deux prés contigus, mais 
bien distincts par leurs limites , font deux parcelles , quoiqu’ap- 
partenant au même propriétaire. 

Le tableau indicatif sera rédigé dans la forme du modèle ci- 
joint : il en sera remis, pour chaque commune, un exemplaire 
au Géomètre chargé du cadastre. 

11 ne se servira point de ce cadre sur le terrain; mais il tracera 
à ia main, sur du papier blanc d’un format plus petit, les cinq 
premières colonnes seulement, en leur donnant plus de largeur. 
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Ce cadre à la main sera la minute qu’il remplira sur le terrain. 
L’operation finie, il le recopiera sur le cadre imprimé. 

Dans la seconde colonne, le Géomètre donnera à chacune des 
parcelles qu’il aura d’abord trouvées, un numéro provisoire. Si, 
par la suite, en rectifiant son premier travail, il est obligé de 
diviser une parcelle qu’il aurait crue d’abord appartenir à un seul 
propriétaire, ou de réunir deux parcelles qu’il aurait distinguées 
mal-à-propos, Jorsqu’enfin le nombre et l’ordre des parcelles sera 
bien fixé, il portera les numéros définitifs dans la troisième co- 
lonne, et rayera ceux de la seconde devenus inutiles. 

II aura soin de ne porter qu’en crayon ou en encre de couleur 
sur le plan les numéros provisoires, et y portera ensuite en encre 
noire les numéros définitifs. 

C’est lingénieur-vérificateur qui remplit les deux colonnes des 
contenances; il porte en encre de couleur les contenances des 
objets non imposables, afin de faciliter sa récapitulation. 

La dernière colonne, dont le titçe est en blanc, peut servir aux 
observations du Géomètre ou de l’Ingénieur -vérificateur, pour 
indiquer, par exemple , qu'un pré est planté d’arbres, que sous 
un champ se trouve une cave, &c.; mais ces notes devront être 
très -concises. 

Ce tableau indicatif, complété, comme il vient d’être dit, par 
l'ingénieur-vérificateur, sera remis au directeur, qui l’enverra au 
contrôleur chargé de l’expertise, et l’expert pourra se servir de la 
dernière colonne pour la minute de son état de classement. 

La plus grande difficulté que pourra rencontrer le Géomètre, 
est celle de parvenir à la juste division des propriétés et à la con- 
naissance des propriétaires. 

Il ne faut pas perdre de vue que le Géomètre chargé du par- 
cellaire passe nécessairement plusieurs mois dans la commune ,- 
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réside au milieu des habitans, et a naturellement avec eux de 
fréquens rapports. 

Il doit d’abord les éclairer sur le grand intérêt qu’ils ont à ce 
que leur parcellaire soit bien exécuté : sous le rapport de l’égalité 
de la répartition, il leur serait déjà très- utile; mais il leur offre 
un avantage plus précieux encore, celui de délimiter et fixer in- 
variablement leurs propriétés, d’éviter une foule de contestations 
et de procès souvent dispendieux. Un extrait de l’atlas, qu'un pro- 
priétaire acquerrait pour un prix très- modique , peut devenir 
pour lui un terrier aussi parfait que l'étaient ceux que les anciens 
seigneurs faisaient exécuter à grands frais. 

Bien convaincus de ces vérités, que le Géomètre doit leur ré- 
péter souvent, les propriétaires s’empresseront eux-mêmes à saisir 
cette occasion unique d'assurer leurs droits, et de donner à leurs 
possessions des titres incontestables et permanens. En Savoie et 
en Piémont, les procès relatifs aux contenances des propriétés se 
décidaient sur de simples extraits du cadastre. 

Lorsque le Géomètre a fini ses opérations préliminaires et 
choisi la portion de territoire qu’il veut parceller, il en donne 
avis au Maire, qui en prévient les habitans, en invitant ceux-ci à 
assister à l’arpentage de leurs propriétés, et à représenter leurs 
titres , pour faciliter au Géomètre la connaissance de la portion 
de terrain qui appartient à chacun d’eux. 

Deux ou trois propriétaires suffisent souvent pour fournir 
beaucoup de lumières au Géomètre, parce que la circonscription 
de leurs propriétés donne déjà une partie de celle des terrains 
contigus. 

Mais , aucun propriétaire ne se rendît-il sur le terrain , le Géo- 
mètre doit toujours procéder à ses opérations, il suffira que, par 
la suite , un ou deux donnent l’exemple pour éclairer les autre* 
sur leurs véritables intérêts. 
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Il est Impossible qu’un Géomètre achève le parcellaire d’une 
portion de terrain, sans que l’intérêt, la curiosité ou le hasard, 
amènent auprès de lui quelques habitans. 11 doit profiter de toutes 
ces circonstances pour prendre des informations sur les noms des 
propriétaires , et les coter en crayon sur la minute de son tableau 
indicatif. 

Cette portion parcellée, le Géomètre requiert le Maire de lui 
fournir un indicateur. Il est inutile, en effet, que cet indicateur 
le suive dans tous ses travaux; il suffit que, parcourant avec lui 
la portion parcellée, il lui indique à mesure les noms, professions 
et demeures des propriétaires , qu’il inscrit aussitôt. 

H sera très -utile au Géomètre de faire d’avance une liste 
alphabétique des noms, prénoms, professions et demeures des 
propriétaires de la commune; il pourra en faire le relevé sur le 
rôle de la contribution foncière , dont il est autorisé à requérir la 
communication sans déplacement : cette liste facilitera son travail 
et préviendra beaucoup d’erreurs. 

L’article 18 de l’Instruction du i. er décembre 1807 charge le 
Maire de fournir un indicateur par semaine. Le sens de cet article 
est que, si un Géomètre passe dans la commune quatre mois ou 
seize à dix-sept semaines, il a rigoureusement droit à seize ou 
dix-sept journées d’indicateur; mais il les prend aux époques où 
ils lui sont utiles : s’il ne s’en sert pas dans une semaine, il en 
prend deux dans fa suivante. 

Le Maire de la commune, étant ordinairement un des plus 
notables habitans , attachera nécessairement quelque prix à ce 
qu’une importante opération , faite sous sa mairie , soit bien exé- 
cutée ; il ne voudra pas que l’on puisse lui reprocher un jour 
d’avoir négligé un parcellaire sur l’atlas duquel son nom sera 
inscrit, et que les communes voisines puissent se vanter d'avoir 
un cadastre plus parfait que le sien : il s’empressera de fournir au 

Géomètre 
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Géomètre tous les indicateurs véritablement necessaires, et tous 
les autres secours qui dépendront de lui. 

Le tableau indicatif, rempli, pour la portion parcelfée , d’après 
les dires de l’indicateur, sera peut-être encore incomplet et fautif. 
Le Géomètre requiert alors le Maire d’inviter les propriétaires à 
venir en prendre connaissance à la mairie; là, ceux qui s’y rendent 
font rectifier leurs articles, et, par ce fait même, les articles de 
leurs voisins. 

Tels sont les divers moyens que le Géomètre emploie pour 
parvenir à la rédaction du tableau indicatif, conformément au 
modèle joint à la présente Instruction. Un séjour de plusieurs 
mois , une résidence continuelle, le familiarisent nécessairement 
avec le territoire qu’il arpente; il finit par acquérir des connais' 
sances détaillées de toutes les propriétés ; et ce qui , dans le prin- 
cipe, paraissait hérissé de difficultés, finit par devenir très-facile. 

Enfin, lorsque le travail sur le terrain sera fini et vérifié, la 
communication, aux propriétaires, des bulletins où sont détail- 
lées toutes leurs propriétés, viendra achever de faire disparaître 
jusqu’aux plus légères erreurs. Le Géomètre, avant de quitter la 
commune, préviendra le Maire et les propriétaires de quelle im- 
portance il est pour eux d’examiner soigneusement ces bulletins, 
et d'y faire leurs observations. L'ingénieur-vérificateur, en faisant 
ses vérifications, leur renouyellera cette invitation. 

Les bulletins sont, à la vérité, rédigés en nouvelles mesures; 
diverses considérations y ont déterminé : d’abord, il importe de 
propager le nouveau système, reconnu si utile; ensuite la double 
indication des anciennes et nouvelles mesures aurait beaucoup 
augmenté le travail et la dépense. , 

Cet inconvénient est atténué par le soin que l’on a pris d’indi- 
quer, en tête des bulletins, le rapport rigoureux des mesures nou- 
velles avec les mesures usitées dans la commune, et, de plus, le 




( XXXIV ) 

rapport approximatif en fractions simples, et enfin en donnant 
en anciennes mesures la totalité des contenances de chaque pro- 
priétaire. 

Le Géomètre doit profiter de son séjour dans la commune, 
pour familiariser les habitans avec les nouvelles mesures : il y 
trouvera d’autant plus de facilité, que ce qui rebutait l’habitant 
des campagnes, c’étaient les noms scientifiques. Le Gouvernement 
a permis l’usage des noms vulgaires; ce sont les seuls employés 
dans le cadastre : il suffit que le Géomètre donne aux proprié- 
taires une idée du rapport qui existe entre l’arpent métrique ou 
plutôt le nouvel arpent, la nouvelle perche et le mètre, avec le 
journal, l’arpent, la setérée, la bécherée, la verge, le jallois, ou 
telle autre mesure précédemment usitée dans la commune. 

Le Géomètre doit encore les éclairer sur un point essentiel. 
Il leur expliquera qu’il réduit tout à l’horizon; qu'il mesure les 
terres en pente comme si elles étaient planes, et que dès- lors 
ils ne doivent pas s’étonner et s’inquiéter si le parcellaire donne 
à un terrain incliné un peu moins d’étendue qu’il n’en a sur le 
titre du propriétaire. 

Un propriétaire, par exemple, a acquis un champ porté sur 
son contrat pour un arpent quatre perches; le parcellaire ne lui 
donne qu’un arpent ; cette différence ne lui fait aucun tort. Sur- 
vient-il par la suite une contestation, on mesure horizontalement 
un arpent, et l’on arrive juste au point où il arriverait en mesu- 
rant d’après l’inclinaison un arpent quatre perches ; son titre et 
le cadastre cadrent parfaitement. 

C’est ce que le Géomètre leur rendra sensible par quelques 
exemples. Il les préviendra donc que s’ils ne trouvent sur leurs 
bulletins que ces légères différences, indépendamment même de 
la tolérance permise , ils ne doivent pas faire d’observations ou 
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de réclamations, ni exiger un réarpentage dont les frais seraient 
à ieur charge. 

Les incertitudes ou les contestations de terrains prévues par 
les articles 15 et 17, présenteront des difficultés plus réelles. Le 
Géomètre cherchera, autant qu’il lui sera possible, à concilier les 
parties à l’amiable, et les propriétaires aimeront souvent à faire 
juger sans frais un procès qui pourrait devenir dispendieux; ils 
pourraient encore s’en rapporter à des arbitres qu'ils choisiraient. 
Si la conciliation ne réussit pas, il engagera les parties à se pour- 
voir devant les tribunaux , et en informera l’Ingénieur-vérificateur. 
Le directeur en rendra compte au Préfet, qui invitera le tribunal 
à accélérer son jugement, lequel pourra être rendu avant que le 
Géomètre quitte la commune. 

Si le procès se prolonge au-delà de ce terme, le Géomètre 
laissera en suspens le terrain litigieux, sauf à retourner dans la 
commune, pour conformer le plan au jugement du tribunal, et 
ce aux frais des deux parties. 

Le succès du cadastre dépend donc, non-seulement du talent,' 
mais encore de la conduite du Géomètre : il doit s’attacher à 
gagner l’estime et la confiance du Maire et des habitans. L’ingé- 
nieur-vcrificateur a trop d’intérêt à ce que le travail soit régulier, 
pour ne point donner la plus sévère attention à l’examen et au 
choix des Géomètres, et pour négliger de se rendre fréquemment 
auprès d’eux. Il aura soin non-seulement de vérifier leurs opéra- 
tions géodésiques, mais encore de s’informer de leur conduite: 
s’il reçoit des plaintes contre un Géomètre, s’il est instruit qu’il 
contracte des dettes, il en doit faire part au directeur, qui en 
rendra compte au Préfet. 

Nul Géomètre ne peut s’absenter sans un congé accordé par le 
Préfet, sur le rapport du directeur, d’après la proposition de l’In- 
génieur-vérificateur. 



( xxxvt ) 

IJ ne peut quitter le département où i! est commissionné, pour 
passer dans un autre, sans un certificat de i'Ingénieur-vérificateur, 
visé du Préfet, énonçant qu’il est fibre de tout engagement, et 
attestant sa capacité et sa bonne conduite. 

C’est d’après le travail et la manière d’être du Géomètre, que 
I’Ingénieur-vérificateur pourra juger s’il doit proposer l’à-compte 
de ioo francs par mois, ou le refuser; s’il doit, dans une grande 
commune où le Géomètre aurait plusieurs collaborateurs, excéder 
ce taux. 

Le Ministre se fait envoyer, à la fin de chaque trimestre, par 
le directeur des contributions, l’état nominatif des Géomètres de 
première classe, avec des notes sur leurs travaux et leur conduite. 
C’est parmi ceux d’entre eux qui se distingueront le plus, que 
seront choisis à l’avenir les Ingénieurs - vérificateurs , lorsque 
quelques-unes de ces places deviendront vacantes. 

Le Préfet se fera de même rendre compte de la conduite et du 
travail des Géomètres de seconde classe, pour nommer Géomètres 
de première classe ceux qui en seront susceptibles, lorsque les 
travaux prendront plus d’extension. 

Le Ministre des finances, GAUDIN. 
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MINISTÈRE 

DÉVELOPPEMENT des finances. 

CADASTRE 

DE LA FRANCE. 



APPROUVÉ PAR LE MINISTRE DES FINANCES 
Le jo Septembre 1806. 



Les Instructions sur le levé des pians des communes ont été 
faites dans un temps où il ne s'agissait que de l’arpentage d’un 
petit nombre de territoires isolés ; elles exigent aujourd’hui 
quelques développemens pour être appliquées à l’exécution 
du cadastre de la France. 

Les triangles de Cass'tni semblaient avoir été préparés pour 
confectionner ce grand travail. 

Le rattachement à ces triangles devant établir l'harmonie de 
tous les canevas trigonométriques , il est nécessaire d'indiquer 
les moyens d'opérer ce rattachement. Son exactitude, ainsi que 
celle de tout le travail , dépend des procédés qu’on emploie , 
et des instrumens dont on fait usage. Il convient donc d’in- 
diquer ceux qui méritent la préférence, en traitant trois points 
principaux : 

t.° La triangulation qui doit précéder le levé du plan ; 

2° Les dispositions préparatoires pour le levé du plan ; 

3. 0 L’application de la triangulation aux travaux de détail. 
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DES INSTRUCTIONS 



Sur l’Arpentage et le Levé des Plans des Communes , 
pour l’exécution du Cadastre de la France ; 
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I. r * PARTIE. 

Triangulation qui doit précéder le Levé du Plan. 

Les Instructions des 24 novembre 1802 ( Collection , tome I. er , 
page 6 5 ) et i. er mars 1803 [Collection , tome I. er , page 156) 
prescrivent le rattachement des opérations des Géomètres aux 
points indiqués par les chaînes des grands triangles , sur lesquelles 
reposent les travaux de la carte de France. 

II n’était alors question que de quelques communes dési- 
gnées par le sort dans chaque département ; et l’isolement de 
ces communes présentait des difficultés , soit pour en lier les 
points entre eux , soit pour rattacher ces points aux sommets 
des grands triangles. 

Ces difficultés ne subsistent plus depuis que, le levé des plans 
étant généralisé, ôn procède sur des territoires contigus, réunis 
par groupes de communes, dans l'une ou plusieurs desquelles 
il doit se trouver des points fixés par les grands triangles ; points 
que les Géomètres en chef sont à portée de reconnaître , au 
moyen des cartes et des bulletins de triangles qui leur ont été 
envoyés. 

Mais les sommets de ces grands triangles , souvent trop 
éloignés du point où l’on opère pour être rappelés dans les 
travaux de détail , font desirer des triangles intermédiaires *. 



* Les inexactitudes d’une grande partie des triangles du second et du 
troisième ordre de la carte de Cassini , qu’il n'avait pu mesurer lui-même, et 
la perte des cahiers d’observ3tions et de calculs de ces triangles , laissent 
à desirer cette triangulation de second ordre. 

L’exécution du grand canevas trigonomé trique prescrit ci -après aux 
Géomètres en chef, devient donc d'une absolue nécessité. 
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L’harmonie générale de l’opération exige donc que les point» 
principaux des communes formant la portion d’un arrondis- 
sement communal à arpenter dans l’année , soient liés entre 
eux et rattachés aux grands triangles par un canevas. 

On voit que l’ensemble du travail préparatoire de la partie 
graphique du cadastre comporte nécessairement trois sortes 
de triangles; savoir, 

i .° Les grands triangles ou triangles du premier ordre , qui ont 
été adressés aux Géomètres en chef, et qui forment la base 
des opérations ; 

2° Les triangles qu’on appellera de second ordre , qui, rattachés 
aux premiers, lieront entre eux les points principaux de chaque 
groupe de communes à arpentér * ; 



* Ces triangles qu’on nomme ici' de second ordre, ne doivent point être 
confondus avec ceux qui ont reçu la même dénomination dans les opérations 
de Cassini ; puisque les triangles dont on entend parler, ayant pour objet, 
comme on vient de le dire , de lier entre eux les points principaux de 
chaque groupe de communes , ne sont que des triangles de troisième ordre, 
considérés relativement à ceux déterminés par Cassini , . 

En effet , dans les travaux de' celui-ci et dans ceux de ses collaborateurs , 
on s'est occupé de délenniner , 

i.° Les grands triangles dont on vient de parler, qui conservent ici la 
dénomination de triangles du premier ordre ; 

a." Des triangles qu’on a nommés, dans les opérations préparatoires de la 
grande carte de France, triangles du second ordre, et qui souvent rattachent 
entre eux des sommets de grands triangles que ne liaient point les premières 
observations : il n’est pas ici question. de ces triangles nommés de second 
ordre dans les travaux de Cassini, panfc que, quelques recherches qu’on 
ait faites , les manuscrits qui les contiennent n’ont pu être consultés ; 

3.° Les triangles nommés, d’après Cassini, triangles de troisième ordre , et 
qui lient les chèfs-lieux des communes entre eux : ce sont ces triangles 
qui forment la triangulation dite de second ordre dans cette Instruction. 
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3. 0 Enfin les triangles rattachés immédiatement, quand on 
ie pourra, aux points des grands triangles, mais qui, indiquant 
toujours les points destinés à former les triangles du second 
ordre, composeront la triangulation particulière de chaque com- 
mune , lieront ces communes entre elles , et formeront les 
cadres de leurs détails : c’est ce qu’on nommera triangles de 
troisième ordre *. 

Il faut s'arrêter successivement à chaque espèce de triangles : 
on parlera ensuite du rattachement des opérations. 

TITRE I." 

Grands Triangles, ou Triangles de premier ordre. 

Les triangles de premier ordre se trouvant connus des 
Géomètres , ainsi qu’on l’a dit , if n’est plus question que de 
s’assurer si les angles, les côtés, les distances à la méridienne 
et à la perpendiculaire de leurs sommets , ont été donnés avec 
exactitude dans les bulletins. 

Les sommets de ces triangles sont indiqués sur les cartes 
jointes à l’Instruction du 31 mai 1803 ( Collection , tome I. er , 
page 2 1 6) : les côtés de chaque triangle y sont également tracés. 

Mais , les bulletins pouvant contenir des erreurs dans 
l’expression des angles, des côtés et des distances, il a fallu , 
avant tout, vérifier ces bulletins, et s’occuper des moyens de 
parvenir à rectifier ce que l’expression des triangles pouvait 
offrir de défectueux. 

Le Ministre a donné des ordres pour que la vérification et 
la rectification des bulletins des grands triangles se fissent par les 

* On croit devoir insister sur cette différence , pour éviter toute confusion 
que la similitude de nom de triangles de second ordre pourrait introduire. 

Il est donc bien entendu que les triangles appelés de second ordre dans 
l'Instruction , sont ceux nommés de troisième ordre par Cassini, 
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Directeurs et Professeurs du Cours de géométrie - pratique 
ouvert à Paris. M. Hautier, l’un des Professeurs , s’est chargé de 
ce travail ; M. De/ambre l’a revu ; il en a été envoyé des extraits 
dans chaque département pour être remis aux Géomètres en 
chef, afin qu’ils établissent, s’ils ne l’avaient point encore fait, 
leur grand canevas à l’échelle d’an à cinquante mille. On croit 
utile d'expliquer les procédés de ces deux opérations *. 

Les moyens employés pour vérifier le bulletin d’un grand 
triangle sans se porter sur le terrain, sont ceux-ci : 

i ,° La comparaison du tracé de ce triangle sur la carte , 
avec l'énonciation des angles, des côtés, et des distances à la 
méridienne et à la perpendiculaire , comprise dans le bulletin ; 
de cette manière on voit si ces angles, ce» côtés et ces distances, 
indiqués par le bulletin , sont en rapport avec le tracé du 
triangle ; ( Note /. rt ) 

2.° Le calcul de ce triangle, pour s’assurer si les côtés et les 
angles se répondent parfaitement ; ( Note 2. ) 

3. 0 Le rapprochement des distances à la méridienne et à la 
perpendiculaire de chaque sommet d’angle, pour s’assurer si ces 
distances sont en harmonie avec les côtés du grand triangle 
examiné; ( Note j. ) 

4 ° Enfin , la construction des tours d’horizon, quand il y a 
eu possibilité d’y parvenir. ( Note q. ) 

C'est par ces procédés que les bulletins des triangles de 
premier ordre , tracés sur les cartes adressées aux Géomètres , 
ont été vérifiés. 



* MM. les Professeurs ont, dans des notes séparées de cette Instruction , 
réuni le; principes et les formules de la résolution des divers problèmes relatifs 
1 la trigonométrie et au levé des plans ; ces notes peuvent être consultées 
avec fruit. On les trouve cke ^ Courcier, Libraire , quai des Augustin*. 
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Si les Géomètres en chef veulent faire euv-mémes ou vérifier 
cette rectification , ils peuvent y employer les mêmes procédés. 
( Note j. ) 

TITRE II. 

Triangles de second ordre. 

Osa vu que les triangles de second ordre sont ceux qui , 
rattachés aux grands triangles, doivent lier entre eux les chefs- 
lieux des communes formant le groupe à arpenter *. 

Les sommets de ces triangles de second ordre sont indiqués, 
en grande partie, dans les tables des distances à la méridienne 
et à la perpendiculaire **. Mais comme d’un côté l’on a des 
raisons de douter de l’exactitude de cette indication , et que 
de l’autre il faudrait, pour obtenir la triangulation de second 
ordre ( séparément des détails du plan ) , faire , sur le terrain , 
une opération préliminaire , longue et dispendieuse , il a paru 
préférable de déduire graphiquement les côtés et les angles de cha- 
cun des triangles du second ordre , des observations qui auront 
lieu pour former la triangulation de troisième ordre dont il 
sera parlé au titre suivant. 

Au moyen de ce que , dans ces opérations graphiques exé- 
cutées au cabinet , on partira d’abord d’un point vérifié d’un 



* Les triangles qu’on nomme ici triangles de second ordre, sont, comme on 
l'a expliqué précédemment, ceux dits de troisième ordre dans les opérations 
de Cassipi. 

* * Pour les départemens auxquels ne s’étendent point les opérations 
trigonumétriques de Cassini , les distances des villes principales à la méri- 
dienne et ii la perpendiculaire de Paris seront indiquées particulièrement 
d’après les longitudes et latitudes déterminées par la Connaissance des 
temps. 
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grand triangle , on rattachera à ce point les communes envi- 
ronnantes, par lin procédé qui ne ralentira en rien le travail de 
l’arpentage. 

Ce procédé fait l’objet du titre IV ci-aprcs. 

TITRE III. 

Triangles de troisième ordre. 

Les triangles du troisième ordre sont, on l’a déjà dit, ceux 
qui , rattachés aux triangles du premier , doivent composer la 
triangulation particulière de chaque commune et offrir les élc- 
mens de celle de second ordre *. 

Pour établir cette triangulation de troisième ordre , le Géomètre, 
après avoir préparé son papier, sur lequel seront provisoirement 
tracés des décimètres carrés (représentant les carreaux des plans 
à l'échelle d'un à ring mille) , se stationnera de manière à se placer 
sur le point même d’un grand triangle , ou à s ! y rattacher , s’il 
est possible , par une base prise de la manière la plus conve- 
nable. 

Ce rattachement opéré, il formera le canevas particulier 
du plan de la commune , en partant des points qu’il aura pu 
fixer, et observera ceux qui doivent être déterminés pour com- 
pléter ce canevas. 

Ces points qu’observera le Géomètre, doivent être choisis de 
manière que les lignes par lesquelles on les lierait , forment un 
réseau de triangles qui couvrirait la plus grande partie possible 
du territoire de la commune. 

L’Instruction du 29 juin 1803 parle de cette triangulation 
de troisième ordre , et prescrit la forme du registre destiné à 

* Si ces triangles avaient été déterminés par les opérations de Cassini , 
iis auraient formé des triangles de quatrième ordre. 
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recevoir les résultats des calculs nécessaires pour la déterminer: 
mais cette Instruction n’indiquant peut-être pas d'une manière 
assez précise la marche à suivre dans ce travail , il a paru con- 
venable de la tracer ici : 

i Mesurer une base avec la plus grande exactitude ; 

a.° Faire, sur le terrain , les observations nécessaires pour 
déterminer les triangles dont on a besoin ; 

3 Calculer les triangles observés ; 

4. 0 Former avec ces élémens le registre des observations 
trigonométriques, prescrit par l’Instruction du 29 juin précitée; 

5. 0 Enfin construire le canevas trigonométrique particulier 
de la commune qui doit être joint à ce registre. 

Le taux moyen de la superficie du plus grand nombre des com- 
munes étant d'environ dou^e cents arpens métriques , on regarde 
comme indispensable d’avoir, au moins, dix points donnés par 
la triangulation d’une commune de douze cents arpens et au- 
dessous ; saufcà multiplier ces points à raison des localités, et 
d’après les bases qui viennent d’être indiquées. 

Cette triangulation particulière se composera de manière que 
quelques points en soient pris hors du territoire de la commune 
quelle concernera. 

De son harmonie avec les deux autres dépend l’exactitude 
du développement des détails topographiques dont elles sont 
les cadres. 

TITRE IV. 

Rattachement. 

Les triangulations particulières des communes devant être 
liées par des points de rattachement , ainsi qu’il est prescrit 
(Instructions des aq. novembre 1802, 1" mars tSoj et ty mars 180 q.) , 
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, elles formeront , en les réunissant, un réseau de triangles, lequel, 
couvrant en définitif le territoire du département , aboutira aux 
grands triangles qui lui serviront de vérification. 

Voici les dispositions préparatoires à prendre pour opérer 
ce rattachement , et qui ont déjà été employées avec succès : 
i.° Former pour chaque département, et à l’échelle A'urt 
à cinquante mille , un tableau d’assemblage sur lequel seront 
tracés , avec exactitude , des carreaux de centimètres corres- 
pondans aux carrés des plans et aux divisions indiquées dans 
l’Instruction du 31 mai 1803 ; ( Note 6. ) 

2. 0 Coter, aux extrémités de chaque ligne de carreau , sa 
distance , en nombre rond de mille mètres , à la méridienne 
de Paris et à sa perpendiculaire; ( Note y. ) 

3. 0 Construire, sur ce tableau d’assemblage, un canevas des 
grands triangles , dont les bulletins auront été vérifiés ou rec- 
tifiés. ( Note 8. ) 

Ce tableau d’assemblage , bien tendu et fixé à demeure , 
sera, comme on va le voir, l’encadrement des triangulations par- 
ticulières de chaque commune , puisque ces triangulations par- 
ticulières devront y être successivement rapportées suivant les 
progrès des opérations d’arpentage. 

Ainsi donc, à mesure que le Géomètre en chef aura recueilli 
un certain nombre de canevas trigonométriques de communes 
contiguës , il les rapportera sur le tableau d’assemblage ; et il _ 
réservera dans ses cartons les triangulations isolées, jusqu’à ce 
que , par suite des opérations , il ait rempli les vides intermé- 
diaires , et se soit ainsi procuré une chaîne de triangles non 
interrompue. 

Ce réseau continu de triangles qui se lient , et dans lequel 
chaque chef-lieu de commune se trouvera ainsi déterminé , 
donnera le moyen de construire graphiquement la triangulation 
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de second ordre ; elle se déduira avec facilité de l’ensembfe de* 
triangulations de troisième ordre, l’harmonie de celles-ci étant 
maintenue par leur rattachement aux grands triangles. 

Les Géomètres qui n’auront pu déterminer sur les plans isolés 
des communes, et en nombre rond de mille mètres, les dis- 
tances à la méridienne et à la perpendiculaire de Paris, et qui 
auront tracé leurs carreaux conformément à la circulaire du 
26 ventôse an 12 [ 17 mars 1804 ] ( Collection , tome H, 
page to 6), laisseront en blanc les colonnes du registre d'ob- 
servations relatives à {'indication de ces distances. Il y sera 
suppléé avantageusement par le tableau d’assemblage , qui indi- 
quera les distances de tous les chefs -lieux de commune à la 
méridienne de Paris et à sa perpendiculaire. 

On remarquera que les grands triangles étant tracés d’avance 
sur le tableau d’assemblage, il faut, pour l’exactitude du rapport 
prescrit ici , partir d’un des points de ces grands triangles , ou 
attendre qu’on s’y soit lié , afin d’assurer le rattachement du ca- 
nevas trigonométrique de chaque commune. Ce canevas , qui 
doit être joint au registre des opérations trigonométriques , n’en 
sera pas moins envoyé avec le calque du plan, aux termes de 
l'Instruction du 29 juin 1803. 

Mais pour qu’on puisse connaître l'exactitude du rattache- 
ment , le Géomètre sera tenu (à mesure qu’un des grands triangles 
portés au tableau d’assemblage se trouvera rempli de triangles, 
de troisième ordre) de fournir le calque, tant de ce grand triangle 
que de ceux du troisième ordre qui y seront compris , soit en 
tout, soit en partie. 

Afin de pouvoir, au premier coup-d’œii , distinguer les points 
des signaux de ceux qui sont immuables , les premiers seront 
indiqués en noir, et les» autres en rongé , sur le tablenu d’assem- 
blage. 




II.* PARTIE. 

Dispositions préparatoires pour le Levé du Plan. 



TITRE F." 

Instrumens que doivent employer les ‘Géomètres. 

Pour une triangulation de quelque étendue, le cercle répé- 
titeur de Borda est sans doute l'instrument le plus parfait : 
mais la nécessité de répéter les opérations et de réduire à 
l’horizon, détermine à préférer le cercle entier de Le Noir, 
qui offre divers avantages *. 

A défaut de ce dernier instrument , on emploiera un gra- 
phomètre à lunettes , qui ait pour limbe une circonférence 
entière. 

Le graphomètre ordinaire pourra , comme par le passé , 
servir dans les opérations de détail. 

Pour le levé du plan , la planchette se distingue des autres 
instrumens par la célérité de sa marche et l’exactitude du 
dessin. 

La facilité que donne la planchette pour vérifier ses opérations 
et les rattacher à des points donnés, l’avantage que présente cet 
instrument qui figure le terrain sur le terrain même , lui ont 
toujours obtenu la préférence sur la boussole et sur le grapho- 
mètre, lorsqu’il a été question du détail de la carte. 

* Le cercle entier ( à lunettes plongeantes J dont il s’agit , est d’une 
construction facile , d'un usage commode pour rapporter les angles et tes 
hauteurs h l'horizon ; et ce cercle, qui se trouve chez les Ingénieur» en 
instrumens de mathématiques, donne le moyen de faire toutes les obser- 
vations avec autant de célérité que d’exactitude. 
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On croit inutile d’indiquer les accessoires qui doivent accom- 
pagner la planchette ; mais on observera qu’il convient qu’aux 
deux extrémités sud et nord de la tablette soient adaptés des 
rouleaux qui servent à tenir le plan bien tendu , et à le rouler 
et dérouler à volonté. On fera sentir, dans l’article relatif au levé 
du plan , les avantages que procurent ces planchettes à cylindre. 

11 est expressément recommandé aux Géomètres de vérifier, 
avant leur départ pour les travaux de la campagne, les mètres, 
décamètres et les échelles dont ils devront se servir, en les com- 
parant aux .rtiesures-étalons qui sont déposées dans les bureaux 
de la préfecture. Ceux qui négligeront de prendre cette pré- 
caution , s’exposeront à faire un travail inutile. 

Il serait meme essentiel que chaque Géomètre eût un double 
mètre dont l’exactitude fût bien reconnue, et qui servît à vérifier, 
de temps à autre , les mesures qu’il emploie à l'arpentage. 

TITRE II. 

Rouleaux destinés à la minute du Plan. 

Q_u EL que soit l’instrument dont le Géomètre se proposera 
de faire usage pour le levé du plan , il se servira de rouleaux ou 
feuilles-matrices, sur lesquels il construira d’avance le canevas 
trigonométrique , comme s’il devait opérer à la planchette. 

Les Géomètres du cadastre, qui font usage de la planchette, 
avaient d'abord levé les plans sur des feuilles détachées , parce 
que la tablette de leur instrument était dépourvue de cylindre ; 
mais le plus grand nombre d'entre eux ayant reconnu , par , 
l’expérience, combien il est important, pour la perfection et 
la célérité du travail , de substituer des rouleaux aux feuilles 
détachées , se sont empressés de pourvoir le plateau de leur 
planchette , de l’accessoire convenable. 
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Pour faire sentir les avantages qu'ont les rouleaux sur les 
feuilles détachées , il faut remarquer qu’avec celles-ci l’on est 
dans la nécessité de raccorder le détail du plan à chaque rac^ 
cordement de planchette, et de mettre le plus grand soin à ^ 
que les opérations exécutées sur une feuille coïncident , dans 
la partie nord et sud , avec celles qu’on doit faire sur la feuille 
suivante ; ce qui exige des précautions dont on est dispensé en 
employant les rouleaux. 

D’un autre côté , les points trigonométriques placés sur une 
feuille détachée ne pouvant servir, en tout, ni en partie; à la 
feuille qui doit immédiatement lui succéder sur la planchette, 
il faut nécessairement faire , pour les feuilles ainsi déta- 
chées, une triangulation plus détaillée que celle qu'exigent les 
rouleaux. 

Au contraire, si les feuilles du plan, au lieu d’être isolées, 
forment , par leur réunion préalable , une bande de la largeur 
de la planchette et de la longueur du plan , ces feuilles , ainsi 
réunies, pouvant à volonté être roulées ou déroulées ‘(pour faire 
figurer sur la tablette la partie sur laquelle on veut opérer ) , 
se prêtent mutuellement un certain nombré de poihts trigo- 
nométriques. 

D’ailleurs, comme ces feuilles forment alors un tout continu 
dans la longueur entière du nord au sud du plan , les opérations 
de détail se lient naturellement dans toute l’étendue de la 
bande. 

Au moyen des rouleaux, le Géomètre peut, sans incon- 
vénient., morceler ses opérations , et , par exemple , travailler 
le même jour aux deux extrémités nord et sud de la commune, 
dans la partie du territoire correspondante à son rouleau ; mais 
il n’aurait pas cette facilité en employant des feuilles isolées , 
parce que leur raccordement successif l’oblige à des précautions 
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qui ne lui permettent pas d’opérer alternativement sur chacune 
d’elles *. 

^ il est convenable, au surplus, que les Géomètres préparent 
teurs rouleaux avant l’ouverture de la campagne, et que, pendant 
la mauvaise saison, ils fassent, dans le cabinet, toutes les dis- 
positions possibles pour faciliter les opérations du dehors. 



* Les rouleaux , il est vrai , ne dispensent pas de tout raccordement ; 
mais , par leur moyen , ce raccordement se réduit à deux côtés ( est ou ouest) 
du plan , au lieu de quatre pour les feuilles détachées : c'est , dès-lors , 
diminuer de moitié les difficultés qu'il présente. 

Les bandes ou rouleaux offrent donc évidemment des avantages qu'on 
ne trouve point dans les feuilles isolées , et l’on ne doute pas que les 
Géomètres ne s’empressent d'adopter ces rouleaux. 

Il faudra ménager dans toute sa longueur, à droite de chaque rouleau, 
une marge d’un centimètre au moins ; elle servira à réunir les rouleaux d'un 
mèmè' plârt jafaur en former l’ensemble. 

Lorsqu’un rouleau sera rempli et qu’on opérera sur celui qui l’avoisine , 
il conviendra de les rapprocher de temps en temps pour s’assurer de leur 
raccordement. ' 

Il est , dans le levé des plans , des choses qui , au premier coup-d’ceil , 
paraissent indifférentes et qui cependant peuvent produire de grands incon- 
véniens. Par exemple , il suffirait qu’un rouleau fût mal corroyé, pour que 
la triangulation la plus exacte parfit défectueuse. 

On verra , en effet , darts l’article relatif au levé des plans , que , si 
les méridiennes déterminées par le tracé des carrés ne sont [ras parallèles , 
il devient difficile d’orienter la planchette dans la direction du canevas , et 
par conséquent de se rattacher à ce dernier pour prendre le point de station. 

D’ailleurs les carrés des plans exigent la plus grande précision, puis- 
qu’ils servent ii vérifier le calcul des surfaces décrites. 
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TITRE III. 

Délimitation. 

La première opération dont le Géomètre doit s'occuper en 
s’installant sur le terrain , est celle de la délimitation. 

Assisté du Contrôleur des contributions et des Maires des 
communes co-intéressées, il se transporte sur les limites du terri- 
toire dont il doit lever le plan : il en parcourt le périmètre , et 
trace successivement , dans l’ordre de sa marche , le croquis du 
polygone que forme le territoire ; de manière qu’après avoir 
fait le tour de la commune, il ait le plan visuel de sa con- 
figuration. 

S’il s’élève des contestations sur quelques portions des limites , 
il indique sur son croquis les points douteux ; et d’après la con- 
naissance qu’il a prise des localités , il donne son opinion sur les 
parties contentieuses. 

Le Géomètre qui parcourt ainsi la commune , porte natu- 
rellement un œil attentif sur le territoire qu’il est intéressé à 
bien connaître. Il examine , par exemple , quels sont les empla- 
cemens les plus avantageux, soit pour mesurer une base, soit 
pour établir des signaux ; et cet aperçu des localités lui facilite 
les travaux de la triangulation dont il doit ensuite s’occuper. 

Enfin , l’objet principal étant ici de fixer les limites de la com- 
mune , le Géomètre s’est mis à môme de rédiger le procès- 
verbal de délimitation avec les Maires et le Contrôleur qui 
l’accompagnent. 

Mais , pour que ce procès-verbal ne laisse aucune incertitude 
sur la détermination des limites, il doit nécessairement exprimer 
la longueur des lignes , et l’ouverture des angles rentrans et 
saillans que forment les brisures de ces lignes déiimitatives. 

c 
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Le Géomètre rédigera néanmoins le procès-verbal dont il s’agit, 
immédiatement après la reconnaissance des limites; il le fera 
signer par les Maires des communes intéressées ; et lorsque le 
plan sera fini , il joindra à ce procès-verbal un tableau indicatif 
de la longueur des lignes et de l’ouverture des angles qui déter- 
minent la véritable circonscription du territoire de la commune. 

( Voir ce qui est dit relativement à ce procès-verbal , Note ÿ. ) 

On voit dès-lors que le procès-verbal de délimitation ne saurait 
être clos qu’après l’exécution du plan. 

MI.* PARTIE. 

Application des Opérations trigonométriques au Levé 
du Plan. 

OBSERVATIONS PRÉLIMINAIRES. 

Pour lever avec précision le plan du territoire d’une com- 
mune , il est indispensable de s’assurer d’abord de la position 
géométrique d’un certain nombre de points de ce territoire. 

Ces points doivent être très-apparens , et distribués de manière 
que le Géomètre puisse en observer au moins trois de chaque 
position qu’il lui convient de prendre dans le levé du plan. 

Les clochers, les tours, les moulins à vent, &c. &c. , ordinai- 
rement très -élevés, conviennent aux observations trigonomé- 
triques : mais rarement ces objets se trouvent dans une commune 
en nombre égal à celui des points nécessaires; et, dans ce cas, 
on complète ceux-ci par des signaux. 

On ne parvient à bien connaître les positions respectives d’un 
certain nombre de points quelconques, que par des procédés et 
jdes calculs trigonométriques. L’Instruction du 29 juin 1803 . 

( Collection , tome I. er , page 25 5 ) indiquant les méthodes à 
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employer pour former un canevas , il faut en montrer l'usage et 
l’utilité dans les opérations géodésiques. 

C’est à l'aide du canevas que le Géomètre , occupé du levé 
du plan , conduit ses opérations dans le même parallélisme , 
après s’étre assuré de la direction qu’il prend. 

C’est encore par lui que le Géomètre connaît la position où 
il se trouve sur le terrain, et qu’il la détermine sur le plan. 

Ainsi donc un canevas oriente et stationne le Géomètre; et ces 
deux avantages qu’il procure, sont (ainsi qu’il va être démontré), 
le résultat d’une simple combinaison de la similitude et du paral- 
lélisme des triangles. 

On peut opérer , d'après un canevas , avec tous les instrumens 
généralement usités , tels que le graphomètre , la boussole et la 
planchette : mais le choix n’en est pas indifférent , et il sera 
aisé de reconnaître celui d’entre eux qui mérite la préférence , 
par la facilité avec laquelle on trouvera le point de station ; 
opération qui consiste à résoudre le problème suivant : 

De trois points donne's sur le terrain et rapportes sur le plan à 
une échelle quelconque, déterminer sur ce plan un quatrième point , 
c'est-à-dire, le point de station, 

T1T.RE I." 

Procédé de la Planchette. 

Le Géomètre étant sur le terrain et dans (a partie appro- 
priée au rouleau qu’il a établi sur la planchette, choisit un 
emplacement d’où il puisse observer trois points du canevas. 

II dresse l’instrument sur son pied, et fait ressortir, sur le déve- 
loppement de la tablette, les points trigonométriques rapportés 
sur le rouleau , et qui correspondent à ceux qu'il aperçoit sur le 
terrain du point où il se propose de stationner. 

c z 
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Il veille à ce que le rouleau soit bien tendu , et dans la 
direction de la méridienne ; il met la tablette de l’instrument 
dans un plan horizontal , et s’assure quelle est dans cette position , 
au moyen d’un niveau. 

Il oriente l’instrument , en plaçant d’abord sur le rouleau le 
déclinatoire , qu’on appuie sur l’une des méridiennes pour assurer 
le parallélisme. 

Il fait ensuite mouvoir la tablette horizontalement, jusqu'à 
ce que la pointe boréale de l’aiguille aimantée ( étant fixée au 
degré de déclinaison d’après lequel le canevas a été orienté 
en le construisant sur les rouleaux) indique que le plan est dans 
le parallélisme des points trigonométriques. 

Tout est alors disposé de manière à pouvoir trouver sur le 
rouleau le point qui répond à celui où l’instrument est dressé 
sur le terrain.' 

Voici comme on obtient ce point. 

Si l’on détermine sur le terrain le triangle A, B, C (planche 
jig. ij' ) , et qu’on le rapporte sur la planchette , à l’échelle 
convenue, on aura, par exemple, abc , pour le triangle sem- 
blable à ABC. 

L’instrument étant placé de manière que les deux triangles 
soient doublement parallèles , tant par leurs côtés homologues 
que dans leur plan horizontal , et que de la position prise on 
aperçoive sur le terrain les points A, B , C, il suffira d’une 
opération graphique pour résoudre le problème proposé . 



* Pour rendre plus intelligible l’explication dans laquelle on entre sur 
l’usage et l’utilité des triangles semblables , il a fallu , dans l’exemple 
qu’on en donne, les présenter avec leur entière configuration, et comme 
étant pourvus de leurs côtés : mais , dans la pratique , les seuls points 
déterminés par leurs sommets sont ostensibles sur le terrain et réellement 
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On pose d'abord , et indifféremment , la règle de l’alidade sur 
l’un des points a, b, c ( sur a, par exemple), autour duquel 
on la fait mouvoir, jusqu’à ce que, par un rayon visuel pris 1 à 
travers les deux pinnules , on tranche le point A , correspondant 
au point a , à cause de la similitude et du parallélisme des 
triangles dont ils dépendent.' 

On trace au crayon sur la planchette , et le long de l’alidade , 
en partant du point a , une ligne af, qui peut être considérée 
comme un prolongement ostensible et indéfini du rayon visuel 
jeté de a en A. 

Par le même procédé, on mène un autre rayon de b en B, et 
l’on a l’indéfinie b h, qui coupe af au point i. 

Ce point d'intersection des deux lignes af, b h , doit être 
sur la planchette le même que celui où est placé l’instrument 
sur le terrain. 

Mais ces deux rayons se couperaient également , quoique les 
triangles ABC et abc ne fussent point parallèles, horizontaux, 
ni même semblables ; et dès - lors le point d’intersection ne 
serait pas le point de station. ( Note jo.) 

utiles aux opérations. C’est donc mal-à-propos que quelques Géomètres , 
en construisant le canevas sur le papier qui doit recevoir le plan , au lieu de 
se borner à indiquer les sommets des triangles par de simples points 
qu’on peut rendre plus perceptibles en les cernant d’un petit cercle dont ils 
deviennent le centre, expriment complètement la triangulation, et occa- 
sionnent ainsi une confusion de lignes qui nuit souvent à la clarté du détail. 

Il faut remarquer que les opérations trigonométriques qu’on exige des 
Géomètres , ne doivent être considérées que comme le meilleur moyen 
d’exécution pour parvenir à connaître les positions respectives de plusieurs 
points du territoire. Dès que ces points sont rapportés sur le plan , il 
convient donc de les dégager de tous les rayons qui ont concouru à 
leur détermination, et qui deviennent tout au moins superflus dans les 
opérations subséquentes. 
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On ne doit donc pas se fier à l’intersection de deux rayons 
seulement pour déterminer un point de station. 

Tour vérifier l’exactitude de ce point, on le met en contact 
avec la règle de l'alidade , qu’on appuie aussi sur le troisième 
point c ; et à travers les deux pinnules, on doit observer C son 
correspondant sur le terrain. 

Dès qu’il est ainsi reconnu que les trois rayons visuels se 
coupent en un même point , on en conclut que le point de 
station est coordonné avec ceux observés , et que , par consé- 
quent, il est bien déterminé. 

Mais cette coïncidence ne peut avoir lieu , comme on l’a 
déjà observé, qu’autant que les triangles ABC et a le sont 
parallèles par leurs côtés homologues. Or , c’est ce parallé- 
lisme qui assure l’orientement de la planchette , ainsi qu’il 
démontre la similitude des triangles. 

TITRE IL 

Procédé de la Boussole. 

Le Géomètre dispose le papièr destiné au levé du plan , comme 
s’il devait opérer à la-planchette. II fixe provisoirement les rou- 
leaux sur une table, en les rapprochant de manière qu’ils forment 
un tout continu. Il y construit le canevas trigonométrique , et 
trace ensuite les carrés à un nombre rond de mille mètres de la 
méridienne et de sa perpendiculaire. A mesure qu’il veut faire 
usage du canevas, il en prend desextraits sur des feuilles séparées, 
qu’il adapte successivement à un carton de dimensions conve- 
nables ; celles ( par exemple ) de la tablette d’une planchette. 
Enfin, il se munit de celle de ces feuilles qui, d’après les points 
trigonométriques quelle renferme , correspond à la partie du 
terrain où il se propose d’opérer. 
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Ces dispositions étant faites, le Géomètre pourrait employer 
le procédé suivant pour résoudre , à la boussole et sur le terrain 
même , le problème proposé pour la planchette. 

Les points A , B , C ( planche \ , fig. 1 ) , e'tiint donnes, déter- 
miner pur leur moyen, et d'après une seule station', un quatrième 
point duquel on aura pu les observer *, 

Soit le point D que Ton veuille déterminer au moyen de la 
boussole. Après s'être établi à l’ordinaire, on visera sur les points 
A , B , C , qu’on peut apercevoir; et ayant marqué les nombres 
de degrés compris entre les rayons DA, D B, DC , et la gauche 
du nord de l'aiguille aimantée, on aura les données suffisantes 
pour placer le point D sur le papier. 

En effet, le triangle abc (même planche , fig, j ) étant sem- 
blable à celui du terrain , et fa direction de l’aiguille étant donnée 
aux points a, b, c; de ces mêmes points on tirera les droites 
indéfinies ad, bd, cd, faisant , avec les parallèles qui passent 
par ces points , les supplémens des angles que les rayons corres- 
pondans formaient au point D avec la direction de l'aiguille, en 
se servant pour cela des numéros diamétralement opposés à ceux 
que l’on aura observés. Ces trois droites , devant se couper 
au même point, si l’opération est bien faite, détermineront, par 
leur intersection, le point d , qui sera le point de station duquel le 
Géomètre partira pour lever le détail des objets à sa portée. 

Lorsque , pour suivre la confection du pian , il sera obligé de 



* Il suffirait, en principe, de pouvoir observer deux des points déter- 
minés pour se stationner ; mais si quelquefois , dans la pratique , on se 
relâche de la sévérité de la théorie, il en doit être autrement, lorsqu’il 
s’agit d’intersections. On peut voir , à cet égard , la remarque qu’on a 
faite en traitant du procédé de la planchette , page i y. 
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s’établir successivement sur Je nouveaux points , il les détermi- 
nera de la manière qui vient d’étre indiquée. 

Les feuilles étant toutes remplies , ou à mesure que chacune 
d’elles le sera , le Géomètre rapportera ses opérations sur les 
rouleaux, qui, d’après les dispositions déjà prises, se trouvant 
tendus et carroyés, sont disposés à les recevoir. 

TITRE III. 

Procédé du Graphomètre, 

Ce qui a été dit relativement à la boussole, s’applique au 
graphomètre : voici la manière d'opérer avec ce dernier ins- 
trument pour trouver le point de station. 

Les positions respectives des points A , B , C du terrain ( planche 4 . 
fig. 4 ) » étant connues et rapportées sur une carte , déterminer sur cette 
carte , par une seule station , un quatrième point D duquel on voie 
les trois premiers. 

Après avoir placé le graphomètre au point D, on observe les 
angles ADB , BDC ; ces données, avec les parties déjà connues 
du triangle ABC, sont suffisantes pour calculer AD, BD, 
CD, et pour déterminer la position du quatrième point D. 

Mais les calculs trigonométriques au moyen desquels on 
pourrait obtenir ces distances , devenant trop longs pour être 
employés dans des opérations de détail d’une certaine étendue , 
on a cru devoir indiquer une construction graphique qui donnera 
avec célérité et assez exactement le point cherché. 

La figure a, b, c, construite sur la carte étant 

semblable à celle du terrain ABC , il faut sur b, c , vers le 
côté dcd, construire un segment de cercle cbd , capable de 
l’angle b de ; sur ab , construire encore un segment de cercle 

capable 
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capable de l’angle adc : l'intersection des Jeux circonférences 
en d déterminera le quatrième point cherché. 

On va expliquer cette construction. Après avoir élevé sur le 
milieu des lignes ah, bc , la perpendiculaire cf, e'f, il faut, 

i.“ Au point c, faire un angle bce égal au complément de 
l’angle bcd : l'intersection du côté e c de cet angle avec la per- 
pendiculaire e f donne le centre d’un cercle , dont la circon- 
férence d’un rayon e c ou cb détermine le segment proposé ; 

2. 0 Au point a , faire un angle égal au complément de l’angle 
abd* : le point de section du côté ac de cet angle avec la 
perpendiculaire ef, détermine le centre d'un cercle , dont la cir- 
conférence décrite d’un rayon ac ou cb donne le segment" proposé. 

Tel est le procédé graphique de cet instrument, lorsqu’étant 
employé au détail de la carte, il doit lier ses opérations à des 
points préalablement déterminés. 

On peut d’ailleurs consulter, pour la suhe du travail, les 
deux derniers paragraphes de l’article relatif à la boussole , 
lesquels trouvent ici leur application. 

CONCLUSION. 

Ce qui vient d’être dit prouve, d’une part, que le point 
de station vérifie la justesse ainsi que la direction du canevas; 
et d’une autre part, que le canevas à son tour détermine et 
constate le point de station **. 

* On observe que l'angle abd étant fort obtus, son complément doit 
être négatif, et dês-Iors construit en sens contraire. 

* * On conçoit que si les points trigonométriques étaient mal déterminés, 
ce serait en vain qu’on chercherait à s’y rattacher pour se stationner ; mais 
un canevas bien exécuté facilite beaucoup l’arpentage, dont il assure d’ailleurs 
l'exactitude géométrique , en plaçant chaque partie du plan dans un même 
parallélisme. 
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C’est ainsi que s’identifient et que se surveillent mutuellement 
les deux opérations trigonométrique et géodésique dans leur 
concours à l'exécution du plan. 

En établissant l'instrument sur le terrain , il faut toujours 
faire en sorte que, de la position qu’on prend , relativement aux 
points du canevas auxquels on peut se rattacher, les rayons 
visuels se coupent à angles droits autant qu'il est possible; car, 
si leur direction était telle qu'ils formassent entre eux des angles 
trop aigus ou trop obtus, les indéfinies pouvant se confondre , 
il deviendrait impossible de distinguer nettement leur point 
commun d’intersection. 

La station étant prise par le moyen qu'on vient d’indiquer, 
on procède au levé du plan , en suivant les méthodes géné- 
ralement usitées pour la planchette. 

D’après ce qu’on vient d’exposer, on voit de quelle 'im- 
portance est un canevas trigonométrique pour le levé de la 
carte. 

Cependant on a remarqué que quelques Géomètres ne faisaient 
les opérations trigonométriques que lorsque l’arpentage était ter- 
miné ; mais ceux-là n’ont pu renverser ainsi l’ordre raisonné 
du travail , qu’en ignorant les propriétés d’une triangulation 
appliquée au levé du détail. Ils n’ont pas su que son but était 
moins d’indiquer les erreurs de l’arpentage déjà fait , que de les 
prévenir dans celui qui doit se faire. 

En effet , les points trigonométriques peuvent être considérés 
comme des fils que saisit constamment le Géomètre pour ne 
pas s'égarer dans le labyrinthe des détails. 

Si ces ppints n’existent pas , sa marche , qui ne peut être 
exacte qu’autant qu’elle est constante et directe, devient incer- 
taine et sinueuse. Ayant perdu le parallélisme, il est, à pro- 
prement parler , désorienté , et ne connaît plus sa position 
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géométrique : H penche tantôt à l'est et tantôt à l’ouest , suivant 
que l'aiguHIe aimantée à laquelle il se fie, est plus ou moins 
versatile ; et en cherchant à se redresser, il rétrécit et agrandit 
alternativement le figuré du plan , qui , dès-lors, ne peut qu’être 
défectueux *. 



* Le procédé qu’on vient de prescrire , pour se rattacher il des 
points donnés , tient aux principes de fart : aussi s’en est -ou servi avec 
Succès dans la confection du cadastre de la Corse et de celui de la 
Haute- Guienne. Mais, pour que ce procédé puisse être appliqué sans 
inconvénient à toutes les localités que présente le vaste territoire de la 
France, on aura quelquefois besoin de le modifier. Indiquons dans quel 
ças et de quelle manière ces modifications pourront avoir lieu. 

Il est des portions de territoire qui se refuseront à la manière de se 
stationner , par la rencontre de trois rayons visuels en un seul point : 
tels sont les endroits fourrés , d’où l’on ne peut faire d’observation au 
loin ; mais alors le Géomètre cerne les masses où il ne peut opérer trigo- 
nométriquement ; et lorsque la difficulté est ainsi concentrée et réduite à 
son dernier terme , il peut facilement la lever , en se laissant conduire 
accidentellement par l’aiguille aimantée , dans les petits espaces déjà 
coordonnés avec l’ensemble du plan. 

. Cette difficulté se reproduira presque toujours lorsqu’il s’agira d’opérer 
dans l’intérieur des villes et des villages : mais si leur partie extérieure 
est auparavant levée dans tout son contour, remplacement des habitations 
se trouvera naturellement marqué sur le plan ; on aura le périmètre de 
leur ensemble , et il sera alors facile d’exécuter le ‘détail , en partant des 
points connus au-dehors, pour prendre d’abord les principaux alignemens 
de Tintérieur, et, immédiatement après, les détails qu’on fait ressortir des 
masses dont on s’est emparé, en opérant du grand au petit. 

Dans des contrées entières , il paraît impossible , au premier coup- 
d’œil , de conduire régulièrement des opérations géodésiques , parce que 
les propriétés y sont , en général , entourées d’arbres ou de haies élevées , 
qui semblent devoir s’opposer à la liaison de chaqu» partie du travail 
mais , en examinant de près ces localités , on découvre presque toujours 
des échappées de vue , à la faveur desquelles il est aisé d’éviter ou de 
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Tel est le résultat probable du travail , lorsque le Géomètre 
s’est dispensé d’un canevas trigonomctrique dans l’arpentage 
d’une grande surface. 

Mais si les opérations de détail peuvent , au moyen du 
canevas, se rattacher toujours, soit immédiatement, soit média- 
tement , aux grands triangles ; si les instrument dont ou se sert , 

vaincre les obstacles. Un Géomètre qui connaît les ressources de son 
art , est rarement arrêté par les difficultés ; ou plutôt il n'en rencontre 
jamais qu’il ne puisse surmonter. 

Elles se réduisent généralement au plus ou moins de précautions qu’il 
faut prendre, suivant les pays où l'on opère. Dans le cas présent, par 
exemple , le Géomètre multiplie les signaux pour la formation du canevas , 
parce qu'il sait que ses rayons visuels seront souvent bornés dans te levé 
du plan , et qu’il auta besoin d'avoir à sa proximité des points trigono- 
métriques auxquels il | visse se rattacher pour s’assurer de sa position. 

En supposant que quelques territoires de communes résistent à la 
■tanière de se stationner par le moyen qu’on prescrit ici , dans ce cas , 
qui , s’il a lieu , sera axtrêmement rare , le Géomètre procédera à Tar- 
pentage et au levé du plan , en opérant du grand an petit. Ainsi il 
prendra d’abord le périmètre de la commune , ensuite celui de chaque 
section , et subséquemment il opérera sur le détail en niasse de chaque 
nature de culture. Crue manière de procéder ne dispensera pas le Géo- 
mètre de faire une triangulation préalable pour se donner quelques points 
de repère : mais ces points , qui, comme on l'a déjà observé , sont un 
préservatif d’erreurs , eu pratiquait^ la méthode généralement prescrite , 
ne seront plus , dans, cette exception , que de faibles indices du degré 
d’exactitude- de l’arpeuuge exécuté d’un point à un autre ; aussi cet expé- 
dient de pratique ne peut être justifié que par l'impossibilité d’employer 
la méthode qui dérive des principes , par son exactitude et son extrême 
simplicité.' 

Cette dernière disposition , ainsi que les remarques qu'on a butes sur 
la nécessité d'une triangulation préalable , ne sont pas particulières à la 
planchette , et l’on conçoit qu'elles s’appliquent à tous les instrumens dont 
les Géomètres peuvent faire usage. 



i 
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si les rouleaux qu’on emploie , facilitent et assurent la plus 
grande précision dans le levé du plan , la marche du travail 
devient plus rapide, en meme temps qu’elle présente plus d’exac- 
titude dans ses résultats. 

Les Géomètres doivent donc aisément reconnaître les avan- 
tages des procédés qu’on leur indique , et s’empresser de les 
suivre , en commençant par former leur tableau d’assemblage ; 
parce que ce tableau , construit avec le soin qu’on y doit apporter, 
donne un moyen certain et facile d’assurer l’harmonie des opé- 
rations de détail que les Géomètres secondaires n'exécutent que 
sous la responsabilité du Géomètre en chef. 

APPROUVÉ : 

Le Ministre des finances, signé G AUDI N. 



i 
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NOTES 



Concernant le Développement des Instructions sur le Levé des 
Plans du territoire des Communes pour le Cadastre de 
la France. 



NOTE //' 

Cette opération a simplement pour objet de prendre un aperçu de 
l'exactitude du triangle : elle n’est ni longue ni difficile ; un bon rap- 
porteur , un compas , l’échelle de la carte , suffisent pour vérifier les 
angles , ainsi que les côtés d’un grand triangle , et voir si les indications 
données dans le bulletin qui le concerne, sont en rapport approché avec 
le tracé du triangle. 

A l’égard de la vérification des distances à la méridienne et & la perpen- 
diculaire portées au bulletin , il convient, pour la faciliter, que le Géo- 
mètre trace sur les feuilles de la carte de Cassini qui lui ont été adressées , 
des carreaux de dix lignes du pied de France , représentant sur la carte 
mille toises prises sur le terrain. Ces carreaux seront tracés d’après l’échelle 
que présente la feuille même , et qui a éprouvé avec elle le retrait du papier. 

Chaque feuille pleine de la carte de Ctssini ayant quatre cents lignes 
de base sur deux cent cinquante lignes de hauteur, on en divisera la base 
en quarante parties égales , et la hauteur en vingt-cin [ ; ce qui donnent des 
carreaux de dix lignes en côté , représentant, comme on vient de le dire , 
mille toisis sur le terrain. 

Les distances à la méridienne et à la perpendiculaire se trouvent indiquées 
sur les lignes de cadre de chaque feuille ; il ne s’agira donc que de coter 
les distances intermédiaires sur chacune des lignes qui seront tracées dans 
l’intérieur de la feuille , et ces distances se trouveront marquées de mille 
en mille toises. 

On pourra alors vérifier plus commodément , et même presque k l’ceil , 
si les distances à la méridienne et à la perpendiculaire, données par les 
bulletins , sont en rapport approché avec la position des sommets d’angles 
sur la carte. 
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NOTE 2. 

POUR s'assurer si les côtés et les angles d’un grand triangle se répondent 
parfaitement , ou procédera par les moyens connus pour la résolution 
des triangles. 

NOTE j. 

Pour s'assurer si les côtés du triangle sont en harmonie avec les distances 
)i la méridienne et à la perpendiculaire , on considérera chaque côté de ce 
triangle comme l'hypoténuse d’un autre triangle toujours rectangle , et dont 
les deux autres côtés , qui se trouvent nécessairement adjacens à l'angle droit, 
sont fonnés, l’un par la somme ou par la différence des distances il la méri- 
dienne de Paris , et l’autre par la somme ou par la différence des distances ï 
sa perpendiculaire , de chacun des points extrêmes du côté du triangle qu’on 
cherche. 

On observera d’abord que la somme des distances n’est prise que lorsqu'il 
s’agit de points liés par des lignes qui coupent soit la méridienne de Paris , 
soit sa perpendiculaire , soit ces deux lignes ii-la-fois, et que ces cas sont bien 
plus rares que celui où l’on opère par la différence des distances. 

Voici quatre exemples : 

j .* Cas où la méridienne de Paris est coupée ; 

a." Cas où c’est sa perpendiculaire ; 

3. 0 Cas où ia méridienne et la perpendiculaire sont coupées parla même 
ligne ; 

4.° Cas ie plus ordinaire, où la ligne ne coupe ni la méridienne de Paris , 
ni sa perpendiculaire. 

PREMIER CAS, 

Celui où la Méridienne de Paris se trouve coupée par la ligne 
qui réunit deux points donnés. 

Soient (planche 1") les communes de Colombes et d* Âubenil/iers , dont 
on veut connaître l’éloignement. 

Colombes est ( comme on voit ) à Y ouest de la méridienne de Paris, et 
Aubtryillien à lest. Ces deux points sont au nord de ia perpendiculaire. 

Les 
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. Les tables donnent les distances h la méridienne et à la perpendiculaire 
de ces deux points ainsi qu’il suit : . 





DISTANCES DONNÉES 


X LA n£ RI DILNNK, 


X LA PERPENDICULAIRE, |j 


en toises. 


en mètres. 


en toises. 


en mctres. 


Ctfomles. 


J» 1 Jo. Ourtl. 


4‘ 


4.974. Nord. 


9 / 94 * / 


Auieni/fters 


• ,7 jo. Fit. 


J.J7'- *• 


4,4} 8. Nord. 


8/83. 8. 


Çtfombet «l done plu» au nord AukrsiWers de 




1,00 f. 7 . 


équivaut A J 16 toises» 











Si , d’une part , l’on prolonge à l’est la perpendiculaire de Colomba , 
jusqu'à ce qu’elle rencontre au point K la méridienne passant par Auber- 
villhrs , et si, réciproquement, on prolonge à l’ouest la perpendiculaire 
A' Aubervilliers jusqu’au point V, où elle rencontre la méridienne passant par 
Colombes , on formera un parallélogramme rectangle , Colombes K, Auber - 
villicrs V, ayant pour base la distance entre les méridiennes de Colombes 
et Aubervilliers , et pour hauteur , Ht différence des distances de ces deux 
communes à la perpendiculaire de l’Observatoire. 

La ligne de Colombes à Aubervilliers , dont on cherche la longueur, forme 
la diagonale de ce parallélogramme , ou l’hypoténuse des deux triangles 
rectangles égaux , Colombes, Aubervilliers K, et Colombes , Aubervilliers V. 

Dans chacun de ces triangles , on connaît les deux côtés adjacens à 
l’angle droit. 

En effet, iecôté Colombes K, égal parconstruction à Aubervilliers V, est formé, 
i.° De la distance occidentale de Colombes à la méridienne de Paris- , 

donnée de ‘ 6, 1 3p m 4* 

2° De la distance orientale A’ Aubervilliers à cette méri- 
dienne „ également donnée de 3,571. 8. 



Somme de ces distances , ou Colombes K ou Aubervilliers V . . 9,5 1 1 . 2. 
Ce qui revient à 4,8 80 toises. 

Le côté Colombes V , égal à Aubervilliers K , est formé de la différence 
des distances à la perpendiculaire de Colombes 01 A’ Aubervilliers , qu’on vient 
de trouver de i,oo; m 7* 

t 
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Dans tout triangle rectangle, la somme des carrés faits sur les côtés 
adjacens à l'angle droit, est égale au carré construit sur l'hypoténuse. II 
suffit donc à présent, pour connaître la longueur de la ligne Colombes et 
Aobeiyilliers , d’opérer ainsi qu’il suit : 

Le côté Colombes K est égal U 9,511” z 4 , dont le carré est de 



90,459,111, ci 90,459,111” 

Le côté Aubervilliers K ou Colombes V est égal h 1 ,00 5 " y 4 , 
ou 10,006", dont le carré est de 1,011,056. 



Somme des carrés 91,471,157. 

Cette quantité exprime le carré de l'hypoténuse. 

La racine est de 9,564" pour 91,470,151. 

de 9 . 5 6 S P our 91,489,115. 

On prendra 9,564 mètres comme quantité plus approchée et pour 
éviter une fraction. 

Voici , au surplus , l’opération en toises : 



Le côté Colombes K est, en toises, de 4 , 880; carré.. 13,814,4°°’ 
Le côté Atibeni/licrs K est, en toises, de 516; carré.. 166,156. 

Somme des carrés 14,080,656. 

Quantité exprimant, en toises , le carré de l’hypoténuse, et dont la racine est 

de 4,907 pour 14,078,649' 

de 4,9°8 pour 14,088,464. 

4.907 toises donnent 9,563“ 91,117, 

4.908 toises donnent 9,564. 87,010; 

ce qui se rapproche beaucoup de l’exactitude rigoureuse. 

Les tables de carrés des nombres qui ont été publiées de 1 1 10,000, 
facilitent singulièrement l’opération , relativement h laquelle on n’est entré 
ici dans quelques détails que parce qu’elle est la inéme pour tous les 
cas. 
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SECOND CAS, 

Celui où la Perpendiculaire se trouve coupee par la ligne formant 
la distance entre deux points. 

Soient ( meme planche t." ) les communes de Saint-Cloud et de Mtudon , 
desquelles on veut connaître l'éloignement. 

Saint-Cloud est ( comme on voit ) au nord de la perpendiculaire menée k 
la méridienne de Paris , au point même de l'Observatoire , et Mcudon au 
sud de cette perpendiculaire. 

Les tables donnent les distances de ces deux points il la méridienne et 
1 la perpendiculaire ainsi qu’il suit : 







D 1 S TA N C E 


DONNÉES 






X LA M t H r n I E N N E, 


X LA PUR PÜNDICULA 1 RE, jj 




en toises. 


en mètres. 


en toises. 


en mètres. 


S (tint Ct ou J 


44 ' 4 - 


8.603® 04* 


408. Nord. 


79 >* ** 


M tu J jh .......... 


3.762, Est. 


7-nv **• 


«,668. Sud. 


J.»)0. 9. 


Saiat-Cluutl thl plui éloigné ijur Mtu- 
Jor «le la méridienne de Paru, et toujours 
à ('est, de. 


1,168. 82. 


ou de 63 1 toises. 



Si l’on prolonge la mériJienne de Saint-Cloud jusqu'au point A , où elle 
rencontre le prolongement de la ligne de distance de Mcudon à la méri- 
dienne de Paris , on aura le triangle rectangle Saint-Cloud , Mtudon, A , 
dont l’hypoténuse Saint-Cloud , Mtudon, est l’objet de la recherche. 

Dans ce triangle , on connaît les deux côtés adjacens a l’angle droit ; 
ce sont Saint-Cloud A et Mtudon A, 

En effet, le côté Saint-Cloud A est égal i F Mtudon , distance de 



Aleudon il la perpendiculaire. . ; 3 ,as 5 i m 992. 

Plus H Saint-Cloud , distance de Saint-Cloud à la per- 
pendiculaire. 79,5. 2od. 

Longueur du côté Saint-Cloud A 4>°47> < 98 . 

t s 
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Le côté Mtudon A est égal à la distance de Saint-Cloud à Fa méridienne 

de Paris , donnée de 8,603” o 4 - 

Moins la distance de Mendon il cette méridienne , distance 
qui est donnée de 7,334. 2a. 

Différence entre ces distances ou côté Mtudon A - 1,268. 82. 

Comme on l’a déjà dit, nous prendrons 1,269. • 

Les deux côtés Saint-Cloud A et A Mtudon ainsi connus, on obtiendra 



le troisième, Mtudon, Saint-Cloud , en opérant comme dans le premier 



cas. 

Saint-Cloud A = 4 . 047 ” , dont le carré est 16,695,396” 

A Mtudon — «,269 , dont le carré est 1,610,361. 

Somme des carrés 18,305,757. 

Cette quantité exprime le carré de l’hypoténuse Saint-Cloud , Mtudon. 

La racine est de* 4.278” pour 18,301,284” 

de 4.279 pour 18,3093841. 

On prendra 4,278 mètres, comme quantité plus approchée et pour 
éviter une fraction. 

TROISIÈME •CAS, 



Celui où ta Mt'ridietwe de Paris et sa Perpendiculaire menée au 
point de l'Observatoire , sont coupées par ta ligne formant la 
distance d'entre deux points donnés. 

Soient ( même plancht 1." ) les communes de Noisi-lc Sec et de Bourg- 
Egalité , dont on veut connaître l’éloignement. 

Noisi - le - Sec est à l’est de la méridienne et au nord de la perpen- 
diculaire. 

Bourg - Egalité est à l'ouest de la méridienne et au sud de la perpen- 
diculaire. 
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Les tables donnent les distances à la méridienne et h la perpendiculaire 
de ces deux points ainsi qu’il suit : 



Sahl-h-Ste , 

B au rg- Éfj lit/. 

Somme des distincts. . 



Si l’on prolonge au nord la méridienne de Bourg-Egalité jusqu’au point L, 
où elle rencontre le prolongement de la parallèle à la perpendiculaire 
passant & Noisi-lt-Stc , on a le triangle rectangle Noisi- tc-Sec , Bourg- 
Eg/ilité L , dont on connaît les deux côtés adjacens à l'angle droit. 

En effet , le côté Noisi-lt-Stc L est égal à la somme des distances à la 



méridienne de Paris , de Noisi-lt-Stc (orientale), donnée de... 8,341” 8 J 
Et de Bourg- Egalité (occidentale), donnée de 1,500. 7. 

Total , comme on l’a déjii dit 9, 64 a- {. 

Nous partons de 9, 84 a , pour éviter la fraction. 



Le côté Bourg-Egalité L est égal il la somme des distances it la perpen- 
diculaire de Paris, de Noisi-lt-Stc (septentrionale) , donnée de. 5,958™ i* 



Et de Bourg-Egalité (méridionale), donnée de 6,034. 2. 

Total , comme on l’a déjit dit ........ 1 1,992. 4 - 



que nous réduisons à 1 1,99a mètres , pour éviter la fraction. 

.Le troisième côté, ou l'hypoténuse Bourg- Egalité , Noisi-lt-Stc , s’ob- 
tiendra toujours par le profcédé employé dans les deux premiers cas. 

Noisi-lt-Stc L — 9,84a , dont le carré est de. . . . 96,804,904" 
J. Bourg-Egalité = 1 1,99a, dont le carré est de. . . . 1 4 3,808,064. 



DISTANCES 


DONNÉES 




X LA MÉRIDIENNE, ' 


X LA PERPENDICULAIRE. 


en toises. 


en m< très. 


en toises. 


en imtrci. 


4.180. Est. 


».jp- 8' 


3,057. Nord. 


■»-»»*- • 


7)4- Ouest. 


I.5OO. 7. 


6.076. Sud. 


S..j 4 . 


j.014. 


9.84.. j. 


9.1 5 }• 


• 1,99** 



Somme des deux carrés 240,673,028. 

Cette quantité exprime le carré de l’hypoténuse Noisi-lt-Stc , Bourg- Egalité, 
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La racine est de i 5,5.13“ pour 140,65 J,* 59 "’ 

de i ; , $ 1 4 pour 140,684,196. 



On prendra 15,513 mètre* , comme quantité plus rapprochée et pour 
éviter une fraction. 

QUATRIÈME CAS, 

Celui où la ligne formant la distance des deux points donnes ne 
coupe ni la Méridienne de Paris , ni sa Perpendiculaire. 

Soient ( même planche 1." ) les communes de Maisons et de Thiais , 
dont on veut connaître l’éloignement , et qui , placées dès -lors dans la 
même région , sont toutes deux à IVrr de la méridienne de Paris et au 
sud de sa perpendiculaire. 

Les tables donnent lès distances il la méridienne et k la perpendiculaire 
de ces deux points ainsi qu'il suit : 



- . . 


bï S TANCES DONNÉES J 


X LA m£r 


ID IËNNE, 


À LA PEA PEN DICULAIRB. | 


en toaes. 


en mètres. 


en toises. 


en mètres. 




s » 60 4 * r*i. 


7 . 014 . 


i.ozj. Sud. 


3.95o" 7 * 




1 -957- E*'. 


3.«9i. 


4.' IJ. Sud. 


8 ,oto. s. 














1 









Le point d’intersection N de la ligne -indiquant la distance de Maisons 
à la méridienne , et de la ligne indiquant celle de Thiais h la perpen- 
diculaire , forme , avec Thiais et Maisons , un triangle rectangle , dont 
l’hypoténuse est la distance cherchée de Thiais it Maisons. 

Dans ce triangle , on connaît 

Le côté N Maisons = 3,1 32“, dont le carré est de.. . 9,809,424™ 

Le côté N Thiais = 4,069 , dont le carré est de. . . 16,556,761. 

'Somme des carrés. 26,366,185. 
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Celte quantité exprime le carré de l’hypoténuse Maisons , Thiais, dont la 



racine est de 5,126'" pour 26,275,876"’ 

de 5,127 pour...... 26,286,12p. 



O11 prendra 5,127 mètres , comme quantité plus rapprochée et pour 
éviter une fraction. 



NOTE 4. ‘ . 

Les tours d’horizon sont peu nombreux ; car dans près de 1,700 grands 
triangles que donnent les diverses chaînes qui couvrent le territoire décrit 
par Cassini , il ne se trouve qu’environ soixante tours d’horizon. 

On pourra y suppléer an moyen de quelques points donnés par les 
triangles du second ordre , qui compléteront souvent ces tours d’horizon. 

En cas d’impossibilité de fonner des tours d’horizon , .on peut prendre 
des points intermédiaires dans l'intérieur des triangles observés et déterminés. 

La planche deuxième a pour objet d'indiquer la manière la plus sûre 
de construire les lours d’horizon , pour pouvoir en rapprocher et combiner 
les divers élémens. 

NOTE J. 

On sait qu’un triangle, considéré géodésiquement dans une suite 
d’opérations liées entre elles et rattachées h un centre commun , peut 
être regardé comme composé de douze parties; savoir, les trois angles, 
les trois côtés, la distance à la méridienne de chacun des sommets d'angle, 
et la distance de ces sommets <1 la perpendiculaire. On peut y ajouter les 
trois angles d'inclinaison faits , par chacun des trois côtés , avec la méridienne. 

Exemple d’une rectification : 

Soit le triangle Douai , Cambrai , U Quesnoi ( voir planche 3 ) : la 
Description géométrique de la France présente une discordance frappante 
dans l’énoncé de quelques-unes des parties de ce triangle, et ne donne 
point la distance de Douai Ji la méridienne , ni sa distance à la per- 
pendiculaire. 

On connaît dans ce triangle , des douze choses qui le constituent 
( en le considérant géodésiquement dans Ja chaîne II laquelle il appartient), 
sept choses ; savoir , les trois angles , un côté ( celui de Douai à Cambrai) , 
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deux distances à la méridienne ( celles de Cambrai et du Quesnoi), et 
une distance à la perpendiculaire ( celle du QuesAoi ). * 

Mais les côtés ( ceux du Quesnoi k Cambrai et du Quesnoi à Douai ) 
sont donnés avec inexactitude : la distance à la méridienne de Douai est 
'fautive ; celles de Douai et de Cambrai à la perpendiculaire présentent 
également des erreurs. 

Il a fallu d’abord rétablir ou déterminer les côtés qui manquaient. 

Celui du Quesnoi k Cambrai a été obtenu par cette proportion : 

Sin. } 4 " i j ’ 30" : 12,3 3 1 loises : : sin. 45 ° 5* : x = 15,313 toises. 

Le côté de Douai au Quesnoi a été obtenu par cette proportion : 

Sin. 34” 1 5' 30" : 12,33 1 toises : : sin. 1055" 39' 1 5" : x — 21,527 toises. 

On a ainsi connu les trois angles et les trois côtés du triangle. 

A l’égard des distances k la méridienne , voici comme on a trouvé la 
distance de Douai k la méridienne de Paris , seule distance qui restait k 
obtenir , puisque l’on connaissait celle du Quesnoi et celle de Cambrai. 



La distance du Quesnoi k la méridienne est de 47,625’ 

Celle de Cambrai k la méridienne est de 32,714. 



Différence entre les méridiennes du Quesnoi et de Cambrai. . . 14,91 1. 

Cette différence forme un côté du triangle B C C , rectangle en G , 
dans lequel ou connaît , 

1 .” L’hypoténuse B C , qui est la longueur de Cambrai au Quesnoi, côté 
du triangle vérifié Douai, le Quesnoi, Cambrai, trouvé de 15,513 toises: 



Côtés. 



Distances à la meri- 



* TABLEAU des seules choses reconnues bonnes dans le Triangle. 



SOMMETS 

«le» 

ANC LES, 


OUVERTURE 

«les 

ANC LES. 


EXTRÉMITÉ 

de» 

CÔTÉS, 


LONGUEUR 
des côtés 
en toises. 


DISTANCES EN TOISES [ 


i ii 

méridienne. 


1 il 

perpendicnl '* 


Do a ai 


41* J’ J" 


Du Quttpoi à Garnirai. , 


- 


• 


- 


Garnirai , . . 


IOO. 39 . 2 ). 


Du Quttnoi i Douai. 


* 


jr-7'0 


• 


Le Qtstfnoi. 


J4- '}■ J». 


De Douai à Garnirai 




47.A.1- 


S"-?!»’ 


• ■ 


180 . • m 
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2. “ Le côté G C , différence des méridiennes du Quesnoi et de Cambrai, 
trouvée de 1 4,9 1 1 toises ; 

3. “ L’angle droit BGC. 

On a obtenu l’angle d'inclinaison G B C par cette proportion : 

1 j, 5 1 j : i 4,9 11 :: le sinus d’un angle droit ou R : x — sinus 73° 59', 
valeur de l’angle G B C. 

Ce premier angle d’inclinaison trouvé , on s’en est servi pour obtenir 
l’angle ACE. 

En effet, G B C — B C I. 

Or, BCI ■+• B CL -+- L CE = iSo* 

BCJ = GBC a été trouvé de 73* 59' ) 

lOo l 4 $0 

B CL = BCA a été trouvé de 34. ij. 30" j 

L’angle inconnu LCE est donc de 7t. 4 > ■ 30. 

Pour trouver l’angle AB D, inclinaison du côté de Cambrai , il suffisait 

de retrancher de A B C trouvé de 100° 39' 25" 

GBC connu, et égal à 73. 39. // 

Valeur de ABD 2 6 . 4 o. 25. 

Les trois angles d’inclinaison ainsi connus , on a déterminé la véritable 
distance h la méridienne de Douai , qui manquait. 

La distance connue du Quesnoi h la méridienne est de 4 7,625 toises. 

Pour trouver celle de Douai , il ne faut que connaître la distance existante 
entre le méridien de Douai et celui du Quesnoi, ou la ligne CF, qui est 
égale par construction k E A. 

Or, dans le triangle EAC, on connaît l’hypoténuse AC et l’angle 
d’inclinaison ACE. On connaîtra donc A E par cette proportion : 



R : sin. 71” 4 }' 3°" :: 21,527' : AE = 20,44}’ 

La distance du Quesnoi h la méridienne de Paris étant de. . . . 47,02 {. 
celle de la méridienne du Quesnoi à celle de Douai , de 20 , 44 }- 

restera pour la distance de Douai k la méridienne de Paris 27,180. 



/ 
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Deux distances h la perpendiculaire de îa méridienne de Paris manquent ; 
savoir, celle de Douai et celle de Cambrai. Il faut les déterminer. 

Distance de Douai h la perpendiculaire. 

On connaît la distance du Quesnoi à la perpendiculaire de Paris ; cette 

distance est de. 80,939* 

II faut, au moyen de ce que Douai se trouve plus au nord que 
le Quesnoi , ajouter à cette quantité l'étendue qui se trouve entre 
la parallèle à la perpendiculaire passant par U Quesnoi , et la paral- 
lèle à cette dernière ligne passant par Douai ; c’est le cûté FA 
du triangle rectangle FA C, 

Dans ce triangle , on connaît , 

1 .* L’hypoténuse AC ; 

2° L’angle FAC, qui , avec l’angle FAC, est égal a 90*, 

On pourra donc résoudre le triangle , et l’on obtiendra pour le 



câté FA cherché 6,739' 

Distance de Douai a la perpendiculaire de Paris 87,678. 



A l'égard de la distance de Cambrai à la perpendiculaire , Cambrai étant 
plus au midi que U Quesnoi, il faut de la distance donnée pour te Quesnoi, 

qui est de 80,939' 

retrancher l'étendue qui se trouve entre la parallèle a la perpen- 
diculaire passant par le Quesnoi, et la parallèle a cette dernière 
ligne passant par Cambrai ; c’est le côté G B du triangle C B C 
rectangle en G. 

Or, dans ce triangle, 011 connaît, 

1 .* L’hypoténuse B C ; 

2.” Le côté G C , différence des distances a la méridienne des 



deux points, Cambrai et le Quesnoi. 

On obtiendra pour le côté G B 4,280' 

Distance de Cambrai a la perpendiculaire de Paris 76,659. 



Le triangle Douai , Cambrai , 10 Quesnoi , donné d’une manière incom- 
plète ou fautive dans la Description géométrique de la France, se trouvant 
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compris dans l’ouvrage intitulé la Méridienne vérifiée , on va rapprocher 
le triangle , ainsi rectifié , de celui donné par ce dernier ouvrage. 



SOMMETS 

«Ici 

ANGLES. 


OUVERTURE 

des 

ANGLES. 


EXTRÉMITÉS 

«les 

CÔTÉS. 


LONGUEUR 

en toises des côtés, 
. d’après 


DISTANCES 

4 U méridienne, 
d’après 


EN TC 

4 (a perpe 
«la] 


USES 

sdicuîaire, 

►ré» 


U rectifi- 
cation. 


U méri- 
dien ne. 


U rectifi- 
cation. 


l> méri- 
dienne. 


U rectifi- 
cation. 


U mtri- 
dirnnr. 


DiU.a 1 . .... 


4i* J’ J" 


Lt Qutsnoi, Cnmirji. 


'JP J* 


■WJ* 


17,1 8t>' 


17,180' 


87.678' 


® 7 * 4 79 * ! 


Li Que s roi. 


J 4 * 'J- i°- 


Garnirai, Douai 




ll.jjl. 


47 .‘>r- 


47^’J- 




So.,} 7 . 


Cambrai. . . 


tOO. ) 9 . AJ. 


Douai, it Qutsnoi. « . 


II. J 17. 


11 «J 17. 


3 >. 7 ' 4 - 


ji, 7 ' 4 - 


7 S ' 4 J 9 - 


7 e Af 9 - 



On remarquera qu'ici la Description géométrique de la France et la 
Méridienne vérifiée donnent absolument les mêmes angles dans le triangle 
qu'on a rectifié : on serait également parvenu à rétablir les angles par la 
connaissance des parties reconnues bonnes , si ces angles avaient présenté 
quelque inexactitude. 

NOTE 6. 

La construction du tableau d'assemblage dont il s’agit, présente plusieurs 
avantages qui seront développés. 

On remarquera , quant h présent , que , pour la bonne exécution de ce 
travail , il faut se procurer une table solidement assemblée , et dont le 
bois soit le moins susceptible de varier. Cette table sera établie dans les 
dimensions prescrites par l’étendue et la forme du département : on y fixera 
le papier destiné il recevoir l’ensemble du canevas , ainsi que les points ds 
rattachement pris dans les départeinens environnons. 

■NOTE- 7 . 

Ce tableau d’assemblage non-seulement est indispensable pour bien 
fixer l’ensemble de la triangulation d’un département , mais il facilite et 
assure l’exactitude du tracé des carrés des plans à un nombre rond de 
mille mètres de la méridienne dé Paris et de sa perpendiculaire. 

En effet , il suffit d’obtenir sur ce tableau , et d'après les moyens indiqués 
par l'Instruction du 16 ventôse an ta ( sur les carrés des plans) , un 
point d’intersection de deux lignes qui se couperont à angle droit , et dont 

/■a 
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l'une sera parallèle à un nombre rond de mille ‘mètres à la méridienne 
de Paris , et l’autre également parallèle à un nombre rond de mille mètres 
à sa perpendiculaire. Cette intersection servant de point de départ, on 
tracera, sur le tableau d’assemblage, des carrés de centimètres, qui, déve- 
loppés à l’échelle d’un à cinq mille , et dès-lors convertis en décimètres , 
formeront les carrés des plans. 

Ces carrés se trouveront, par cette opération , indiqués d’avance sur les 
rouleaux dont les minutes de ces plans doivent être formées , ainsi qu’on 
le verra dans l'application de la triangulation au levé du plan. 

NOTE 8. 

Les carrés du tableau d’assemblage étant d’ttn centimètre de base sur 
un centimètre de hauteur, représenteront sur le terrain cinq cents mètres 
en côtés. On pourra ne coter ces carrés que de deux en deux , c’est-à-dire, 
de mille en mille mètres : ce qui donnera sur-le-champ, t.” le nombre 
des lignes qui , menées à un nombre rond de mille mètres de la méri- 
dienne de Paris et de sa perpendiculaire , traverseront tout ou partie du 
territoire du département ; 2." la distance de ces lignes soit entre elles , 
soit à. l'Observatoire de Paris, auquel elles se rattachent. 

NOTE ÿé 

V 01 CI la forme dans laquelle devra être dressé le Tableau indicatif de la longueur des 
Lignes, et de l’ouverture des Angles qui déterminent la véritable circonscription du 
territoire de la Commune. 



LONGUEUR 
de ih.upte partie 
f de la Ligne 
jdc circonicnpt.** 


Ss 


Angle que fait chaque partie 
avec cclic qui la précède. 


OBSERVATIONS. 


DIRECTION. 


INDICATION 
de l’Angle. 


VALEUR 
de l'Angle. 


Mètre», 
jaj. » 
310. (s. 


Sud-est. ..... 

Nord-est 


Extérieur 


Dr j. Min. 


Du buisson appelé Ja B*>ritt n.* 1. 


» 4 j. ». 

»»j. - 






Si. 1-, 




Nord- ouest. . . 


Ligne courbe. , 
Ligne droite. . . 
Extérieur 

Circulaire. .... 


• « 


Du ruisseat) de 


60. » 

I 4 K». « 


Fil-sud-est. . . 


71. 


De la borne n." j. 

De l’orle le long des prairies. 






XII. a 


Est-sud-est. . . 


Intérieur. ..... 


to8» a 


Et de la borne n.' C. 
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On doit pourtant observer que, quelle que soit l’exactitude du canevas, 
il arrivera assez souvent que le troisième rayon passera un peu â droite 
ou à gauche du point de rencontre des deux premiers rayons , par la 
raison que le mécanisme de l’opération ne peut que très - difficilement 
atteindre la précision mathématique : cependant , quand les triangles sont 
semblables , le rouleau soigneusement tendu , et la planchette bien hori- 
zontale et orientée, la déviation du troisième rayon doit être peu sensible, 
et l’intersection des trois rayons ne présenter, tout au plus, qu’un écart 
qui sera indiqué par un petit triangle dont la surface se trouvera couverte 
par l’épaisseur des trois côtés légèrement exprimés ; mais , à mesure que le 
géomètre négligerait de prendre les précautions nécessaires, l'écart pourrait 
être tel , qu’il déplaçât de plusieurs mètres le point de station , et , par con- 
séquent , le détail du plan qu'on lèverait de ce point erroné. II s’ensuivrait 
encore que, pour redresser cette erreur et faire concorder le travail de cette 
fausse station avec celui des stations antécédentes ‘et subséquentes, on 
serait réduit à rétrécir d’un côté , et â élargir de l'autre , plusieurs polygones 
qui , dès-lors , ne pourraient pas résister aux épreuves de la vérification. 
On ne saurait donc assez recommander aux géomètres de s’assurer de leurs 
stations, puisque c’est de l’exactitude de ces points de départ que dépend, 
en grande partie , celle du figuré du plan. 

Lorsque l'intersection des trois rayons n’a pas précisément lieu sur le 
même point , on partage la différence en adoptant pour station le centre 
du petit triangle dont on a déjà parlé, 

Des vérificateurs ont porté les choses au point de présenter comme 
erreur de nature â faire rejeter des plans , la différence de quelques minutes 
sur un tour d’horizon. 

La planche a.' en offie un pris sur le point même de l’Observatoire de 
Paris, et calculé d’après des données résultant d’observations faites avec 
soin. Quelque exactitude qu’on ait pu mettre il combiner les élémens de 
ce tour d’horizon , il s’y trouve cependant une erreur de six minutes en 
moins ; mais il faut remarquer que cette erreur sur un tour d’horizon formé 
de dix triangles dont les côtés les plus grands ont environ dix mille mètres, 
est peu considérable relativement à l’échelle du plan. 



xlvj 

En effet , fe rayon supposé de dix nulle mètres , le diamètre dès-lors de 
vingt mille, la circonférence d'un peu moins de soixante-trois mille mètres, 
le degré sera de cent soixante-quinze mètres , la minute d’un peu moins 
de trois mètres ; et dès-lors les six minutes d'environ dix- sept mètres 
cinq, décimètres, qui, à l’échelle d'un à cinquante mille , sont représentés. 



sur la planchent." 2, par un tiers de millimètre; et par trois millimétrés et 
demi b I'echcllè d'un à cinq mille , qui est celle des plans du cadastre. 




FIN DU DEVELOPPEMENT. 
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MANUEL 

DE L’INGÉNIEUR DU CADA 

«r - 

CHAPITRE V r 

DE LA TRIGONOMÉTRIE RECTILIG 
Par A. A. L. REYNAUD * 

S- I er 

1. Dans le levé des plans, les opérations les plus composées se 
réduisent h résoudre des triangles. La connaissance parfaite de tout ce qui 
est relatif à la construction et au calcul des triangles , devient donc indis- 
pensable aux Ingénieurs du cadastre. 

II existe un grand nombre d’excellens Traités sur la trigonométrie; mais 
ces Traités , qui supposent des connaissances préliminaires assez étendues , 
contiennent des théories étrangères au levé des plans , et des méthodes 
variées qui ne sont pas toujours les plus expéditives , lorsqu'il s'agit de la 
pratique. 

Le but de ce premier chapitre est donc de ne présenter que les théories 
indispensables aux Ingénieurs du cadastre. On donnera les méthodes les 
plus simples et les plus directes pour construire et calculer les triangles ; 
on lèvera toutes les difficultés qui peuvent s’offrir , et l’on donnera les 
moyens de reconnaître les erreurs ; on aura soin de faire apercevoir 

* Les renvois à l'arithmétique se rapportent au Traité d’arithmétique à l’usage 
des Ingénieurs du cadastre , par Rrynaud. 

Les élèves qui désireront de plus grands détails, pourront consulter la Trigo- 
nométrie analytique de Rrynaud. Cette Trigonométrie est suivie des tables de 
logarithmes dont on fera usage dans cette Instruction. 

Ces différens ouvrages se trouvent à Paris , chez Counitr, Libraire , quai des 
Augustini , n.° 57. 




A 
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l’accord parfait qui règne entre le calcul et les constructions ; enfin 
l'on donnera la solution complète du problème général de la Trigonométrie: 



Connaissant trois des cinq parties distinctes d’un triangle , déterminer tes 
parties inconnues , avec U degré d'exactitude nécessaire aux opérations du 
cadastre actuel. 



La solution de ce problème exige quelques connaissances préliminaires, 
que nous rappellerons d’abord ; nous nous occuperons ensuite de la cons- 
truction des triangles rectangles et obliquangles ; nous indiquerons les 
procédés graphiques les plus expéditifs et les plus rigoureux à employer 
pour y parvenir ; nous examinerons les relations qui doivent exister entre 
les diverses parties d'un triangle pour que ce triangle soit possible , êt 
nous donnerons des caractères certains , auxquels on reconnaîtra si un 
triangle peut exister. 

Pour conduire au calcul des triangles , nous ferons apercevoir les 
inconvéniens des procédés purement graphiques ; nous donnerons les 
formules les plus simples pour calculer les parties inconnues des triangles ; 
nous appliquerons ces formules it des exemples qui réuniront toutes les 
difficultés ; nous donnerons une méthode nouvelle pour calculer les lon- 
gueurs des lignes trigonométriques ; nous formerons ensuite les loga- 
rithmes de ces lignes ; enfin nous terminerons ce premier chapitre en 
donnant la solution d’un problème qui sert à déterminer, sur la carte, le 
point de station sur le terrain. ( Voye^ n.° 84. ) 

Connaissances nécessaires ci l'intelligence de ce premier chapitre. 

2. Pour comprendre cette première note , il faut connaître l’ arithmétique 
et la partie de la géométrie qui traite des lignes et des surfaces. On doit 
sur-tout se rappeler les principes suivans : 

Te logarithme d'un produit est égal b la somme des logarithmes de ses facteurs. 

Le logarithme du quotient est égal au logarithme du dividende moins le 
logarithmedu diviseur. 

Le logarithme d’une fraction est égal au logarithme du numérateur moins 
le logarithme du dénominateur. 

Le logarithme du CARRÉ est égal au double du logarithme de la RACINE. 

Le quatrième terme d’une proportion s'obtient en divisant te produit des 
MOYENS par T extrême connu. 
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Le logarithme du quatrième terme d'une proportion s'obtient en retranchant de 
la somme des logarithmes des moyens , le logarithme de l’ EXTRÊME connu. 

Dans un triangle , les plus grands cités sont toujours opposés aux plus grands 
angles , et la somme des trois angles vaut deux angles droits , ou 1S0 degrés de 
l’ancienne division de la circonférence. Conséquemment , un triangle renferme 
nécessairement deux angles aigus ; le seul angle qui puisse être droit ou obtus, 
tst l'angle opposé au plus grand côté. 

Lorsqu'on connaît deux angles d'un triangle , on trouve le troisième , en ôtant 
de i So degrés la somme des angles connus ; le reste exprime l'angle demandé. 

Dans un triangle rectangle , un angle aigu vaut ÿO degrés moins l'aune 
angle aigu. 

Deux triangles sont SEMBLABLES , 

1. ’ Lorsque leurs cités sont parallèles ou perpendiculaires ; 

2 . * Lorsque leurs angles sont égaux chacun à chacun , de sorte que deux 
triangles rectangles sont semblables lorsqu'ils ont un angle aigu égal ; 

Lorsqu’ils ont un angle égal compris entre côtés proportionnels ; 

q.' Lorsque leurs côtés sont proportionnels. 

J . Pour écrire les calculs d’une manière plus abrégée , nous ferons usage 

des signes algébriques - 4 - — = x : 

qui signifient respectivement. . . plus, moins, égal, multiplié par , divisé par. 

Ainsi , par exemple , 

j -t- a — 4 = ) x 4 — 1 8 : a , 
signifie que j plus 2 moins 4 > est égal à 3 multiplié par 4 , moins 1 8 
divisé par 2. De même, * 

3x4 — 6:2 = 11 — 2, 

exprime que 3 multiplié par 4 > moins 6 divisé par 2 , est égal à 1 1 
moins 2. 

La multiplication s’indique quelquefois en mettant un point entre le 
multiplicande et le multiplicateur. Ainsi , 2 x 3 et 2 . 3 , expriment 
également le produit de 2 par 3 , ou 6 . 

De même et 12:2, indiquent également la division de 1 2 par 2. 

Pour indiquer que 8 est plus grand que 3 , nous écrirons 8 > 3 ; et 
5 < 8 signifiera que 5 est plus petit que 8. 

Pour indiquer le produit d’une quantité par eUe-mêine , ou son carré , 

A 2 




N ) 

nous placerons le chiffre a sur la droite de cette quantité , et un peu 
au-dessus; ainsi 7 1 exprimera 7 fois 7, ou 4? ; le carré de 9 sera 9% 
ou 9 fois 9 , ou 8 1 . 

Pour indiquer ia racine carrée d’une quantité , on écrit cette quantité 
sous le signe v / ( ). Ainsi y/ (36) signifie la racine carrée de 3 6 ; sa valeur 
est 6 . De même, y/ (81) exprime la racine carrée de 81 ; sa valeur est 9. 

Les quantités affectées du signe -1- sont dites positives , et les quantités 
affectées du signe — sont dites négatives. Ainsi -+- 8 est une quantité 
positive , et — 8 est une quantité négative. 

La racine carrée d’une quantité négative n’existant pas , est dite ima- 
ginaire. Ainsi y/ ( — 4 ), y/( — 5), sont des expressions imaginaires. 

Le logarithme d’un nombre négatif est imaginaire. Ainsi le logarithme 
de — 3 est IMAGINAIRE. 

TRIGONOMÉTRIE. 

4 . Le tut de ta trigonométrie est la résolution des triangles. La géométrie 
nous apprend k mesurer l'étendue ; mais ce n'est que dans un petit nombre 
de cas qu’elle applique ses opérations aux objets inaccessibles : elle n’en 
peut faire aucune sans le secours des instrumens ; et ceux-ci , quelque 
soin qu'on apporte h leur construction , présentent quelquefois des défec- 
tuosités ; de sorte que les résultats obtenus par leur secours atteignent 
rarement (e degré d’exactitude nécessaire. Le calcul, au contraire, suit la 
marche rapide de la pensée , et traverse avec elle l’immensité de l’espace ; 
il conserve toujoürs la certitude des principes dont il émane ; et ce n’est 
que parce qu’on est obligé de joindre à ses élémens des mesures graphiques , 
que les résultats qu’il fournit ne sont pas entièrement k l’abri de l'erreur. 

Les Géomètres doivent donc avoir le plus grand soin , dans les opé- 
rations très-délicates, de substituer, autant qu’il sera possible, le calcul aux 
constructions ; ils y parviendront avec le graphom'etre , et la planchette 
servira à détailler les grands polygones déterminés avec le graphomètre. 

Les figures qu’on se propose de mesurer sur la surface de la terre , 
ne sont pas rigoureusement rectilignes. Quand il s’agit de calculer des 
distances considérables , on ne doit plus regarder les côtés des triangles 
comme des lignes droites. Ces côtés forment alors des arcs de grand 
cercle ; et même, comme la terte n’est pas parfaitement sphérique , les côtés 
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des grands triangles sont des arcs elliptiques. Les savans qui ont mesuré 
plusieurs degrés terrestres avec une exactitude jusqu'alors inconnue, ont eu 
égard h cette courbure ; ils ont trouvé que la longueur d'un degré ter- 
restre est de 57008 toises. .Mais cette grande rigueur devient inutile dans 
les opérations relatives au Cadastre actuel , dont le principal but est l’utilité ; 
et d'ailleurs M. Hautier s’étant chargé des calculs relatifs aux grands triangles 
de Cassini , et M. Delamlrc ayant bien voulu communiquer des notes 
précieuses relatives à ces triangles , nous ne considérerons que des triangles 
de peu d'étendue , dont les côtés pourront être regardés comme des lignes 
droites , vu leur extrême petitesse par rapport au rayon du globe terrestre; 
et comme le triangle rectiligne est l’élément des figures rectilignes, il 
suffira de pouvoir déterminer ses parties pour mesurer un polygone quel- 
conque. 

J. Un triangle A B C ( fig. 10 ) offre trois angles et trois côtés. Pour 
plus de symétrie , nous désignerons toujours les trois angles par les lettres 
majeures A, B , C mises aux sommets de ces angles , et les trois côtés 
opposés par les petites lettres a , b , c correspondantes ; de sorte que 
a, b, c représenteront les côtés opposés aux angles A, B , C. 

Pour faciliter l’intelligence des constructions et des calculs , nous 
placerons les parties connues sur les figures , nous ponctuerons les parties 
inconnues , et les données seront en lignes pleines. 

Construction des Triangles. 

6. Afin de nous diriger dans le calcul des triangles , nous examinerons 
d'abord comment on peut les construire , et nous lèverons toutes les diffi- 
cultés qui peuvent s’offrir. Nous appliquerons ensuite le calcul aux cons- 
tructions. 

Comme dans un triangle chaque angle vaut 1 8o° moins la somme des 
deux autres , deux angles déterminent le troisième ; et conséquemment, 
dans un triangle, il n’existe que cinq parties réellement distinctes , deux angles 
et trois côtés. 

J. La connaissance de trois de ces cinq parties étant indispensable , 
mais suffisante , pour construire un triangle , il s’agit de résoudre ce pro- 
blème général : Connaissant trois des cinq parties d'un triangle, trouver par 
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construction les parties inconnues, c'est-à-dire, construire géométriquement U 
triangle. 

8. Lorsqu’on sait que le TRIANGLE à construire est RECTANGLE , la 
connaissance de deux parties suffit ; car l’angle droit qui est connu , com- 
plète les trois parties données. 

Soit ( fg. /." J le triangle ABC, rectangle en B. Les deux parties 
connues se combinent des cinq manières suivantes : 

i (Fig. i.” ) a, c, c’est-à-dire, tes deux côtés de l'angle droit ; 

a.* (Fig. a) b, a, c’est-à-dire , l'hypoténuse et un côté de l'angle droit ; 

3. “ (Fig. 3 ) b, A, c’est-à-dire, l'hypoténuse et un angle aigu ; 

4 . ” ( Fig. 4 ) A , c , c’est-à-dire , un angle aigu et le côté de l'angle 

droit adjacent à cet angle aigu ; 

j.* (Fig. J ) A, a, c’est-à-dire, un angle aigu et le côté de P angle 
droit opposé à cet angle aigu. 

Cf. Dans un triangle obliquangle , les trois parties connues ne peuvent 
se combiner que de cinq manières différentes ; ce qui fournit les cinq cas 
. suivons : 

Construire le triangle , connaissant , 

1 .“ ( Fig. 6 ) A, C, b , c’est-à-dire , deux angles et le côté adjacent ; 

a.’ ( Fig. 7 ) A , C, c, c’est-à-dire , deux angles et le côté opposé à l’un 

d’eux ; 

j.” ( Fig. 8 j a , c , A , c’est-à-dire , deux côtés et l'angle opposé à l'un 
d’eux ; 

4 .” (Fig. p) a, b, C, c’est-à-dire, deux côtés et l’angle compris ; 

j.” ( Fig. 10 ) a, b, c , c'est-à-dire , les trois côtés. 

Construction des Triangles rectangles. 

IO. I." Problème ( fig. 1."). On connaît les deux côtés a, c de 
l’angle droit B. 

Tirez deux lignes B H, B K, qui se coupent à angle droit au point B ; 
portez a de B en C, c de B en A , et menez AC; le triangle sera cons- 
truit. L’hypoténuse b et les angles A, C se trouveront ainsi déterminés. 
11 est à remarquer qu’on aurait pu construire le triangle ABC aussi bien 
à la gauche qu'à la droite de la ligne AB , et au-dessous qu’au -dessus 
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de B C; en sorte que les mêmes données conviennent aux triangles ABC, 
ABC, A' B C , ABC. Ces triangles seraient égaux, il est vrai, au 
triangle ABC ; mais la position de leurs parties ne serait pas la même 
par rapport à la ligne B C. Dans le levé d'un plan , cette position , qui 
sert à déterminer celle de certains points remarquables, n’est pas indiffé- 
rente. Ainsi , lorsqu’on a choisi la ligne B C pour représenter une direction 
fixe, il est essentiel de ne pas oublier la position que doivent avoir les 
autres parties à l'égard de cette ligne. On devra faire la même observation 
sur toutes les constructions. 

1 1 . II.* Problème ( fig. a ). On connaît l'hypoténuse b et un cité a 
Je l'angle droit. Ayant formé l'angle droit B par deux droites B H , B K , 
portez a de £ en C ; et de C, comme centre, avec le rayon b , décrivez 
un arc mn qui coupe B H en A ; menant AC, le triangle sera constniit. 
Cette construction ne pourrait plus s’exécuter , si l'hypoténuse b n'était pas 
plus grande que le côté a de l'angle droit j car l’arc décrit du point C 
comme centre avec le rayon b , ne couperait pas A B. Et en effet , le 
problème est alors impossible : car demander de construire un triangle 
rectangle avec une hypoténuse moindre que l'un des côtés de l’angle 
droit, ou qui lui soit égale, c’est vouloir mener d’un point C, pris sur 
une perpendiculaire B C à AB, une oblique plus courte que cette 
perpendiculaire , ou qui lui soit égale ; ce qui est impossible. 

12. III.* Problème (fig. 3). On connaît l'hypoténuse h et un angle 
aigu A. Par l’intersection de deux lignes indéfinies AH, AK , formez 
l'angle A ; portez b de A en C ; du point C, menez CB perpendicu- 
laire sur AH; le triangle sera construit. 

13. IV.' Problème (fig. 4 ). On connaît un angle aigu A et le 
cité c de l’angle droit adjacent à cet angle. Tirant deux lignes indéfinies 
B H , B K, qui se coupent à angle droit en B , portez c de B en A ; par 
le point A , menez une droite A C , qui forme avec A B un angle égal 
ï l’angle donné A ; elle détermine ABC pour le triangle demandé. 

l 4 - V.' Problème ( fig. 5 ). On connaît un angle aigu A et le côté a 
de l'angle droit opposé à cet angle. Formez l’angle A par deux droites indé- 
finies CD, CK ; au point C, menez sur CD la perpendiculaire CB , 
égale au côté connu a ; et de l’extrémité B, élevez B H perpendiculaire 
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sur CB. Le "triangle ABC, rectangle en B, résoudra fe problème ; car 
à cause des parallèles C D , B H , l’angle CAB en égal à l’angle donné A , 
sous lequel on a mené les lignes CD, CK. 

Le problème est susceptible de cette autre solution. Par l'extrémité B d'une 
ligne CB — a , menez B H perpendiculaire sur BC ; par un point quel- 
conque P, menez P Q , de manière que l’angle QP B — A ; menant 
C K parallèle à Q P , le triangle sera construit. 

Construction des Triangles ohliquanglcs. 

I I.*’ Problème ( fîg. 6 ). On connaît les deux angles A , C, et te 
côté b qui leur est adjacent. Par les extrémités d’une ligne AC, égale à b , 
menez les droites AH, CK, qui forment avec AC des angles H AC, 
K CA, respectivement égaux aux angles donnés A, C. La rencontre de 
ces droites au point B déterminera le triangle demandé. 

1 6. II.* Problème { fig. 7 ). On connaît deux angles A, C, et le 
côté c opposé à l'un d'eux. Formez l’angle A par deux droites indéfinies 
AP, A Q. ; à un point quelconque P de la ligne sur laquelle doit être 
placé l’angle C, formez cet angle par la ligne P Q ; portez c de A en B , 
et menez par le point B une parallèle BC à P Q ; elle déterminera le 
triangle demandé ABC. Si l'angle donné A était droit , il s’agirait de 
construire un triangle rectangle , dans lequel on connaîtrait un angle 
aigu C et le côté c de l’angle droit opposé à cet angle ; ce qui conduirait 
à la seconde construction du n.° 1 4. 

17. III.* Problème (fig. 8). On connaît deux côtés a , c, et l'angle A, 
opposé a l'un d’eux. Menez deux lignes indéfinies XZ,AY, sous l’angle 
connu A ; portez c de A en B ; et décrivez un arc du point B comme centre , 
avec le rayon a ; lorsque cet arc coupera lin' 1 -finie AZ en un point situé 
sur un des côtés de l’angle A, le triangle si construit. Mais les grandeurs 
relatives des quantités connues a, c , A, offrent des circonstances remar- 
quables , que nous allons analyser avec soin. L’angle donné A peut être 
égal à l’angle aigu BAT , ou ti l’angle obtus BAX. 

I," Cas. L'angle A est égal à l’angle aigu BAZ. Si du point B on 
abaisse sur AZ la perpendiculaire BP, on peut avoir, 

\a <e ) («<f j ja<c | a-c | la>c | 

■•* { n<BP [ i *•* \ a = BP \ ! 3 -° j a>BP \ > 4 -* B P j ’> 5 -* 

Examinons 
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Examinons ces différent cas. 

i ° Lorsque le côté a est moindre que la perpendiculaire B P , l'arc m « , 
décrit de B comme centre avec le rayon a , coupe BP en D , et ne ren- 
contre pas XZ ; le triangle ne peut donc pas exister. Et en effet , les 
données actuelles ne s'accordent pas avec la nature du triangle ; car la 
condition a <BP revient à proposer de joindre un point B à une droite XZ. 
par une ligne plus courte que la perpendiculaire , ce qui est absurde. 

a.* Quand te côté a est égal à la perpendiculaire BP, l’arc m n , décrit du 
point B comme centre avec le rayon a = BP , est tangent à XZ en P ; ce 
qui détermine le triangle rectangle APB. L'angle BPA = C, opposé au 
côté c , est alors droit. 

} .* Quand le côté a est plus grand que ta perpendiculaire B P , et moindre 
que le côté c , l'arc m"n" , décrit de B comme centre avec le rayon a , coupe XZ 
en deux points C, C , également distans du pied P de la perpendicu- 
laire BP faC doit tomber entre À et P ; car a étant moindre que c= AB , 
doit être plus près de la perpendiculaire B P. Dans ce cas , la construction 
fournit deux triangles ABC , ABC', qui satisfont également: car ils con- 
tiennent l’un et l'autre les données; savoir, l’angle B AC — A, et les 
côtés a , c. g, 

Observe-^ bien que dans les deux triangles BCA, BC‘ A, les angles B CA, 
B C'A , qui expriment les deux valeurs de C , sont supplément ( n.° 2 ) ) l'un 
de l'autre ; car dans le triangle isocèle B CO , les deux angles aigus en 
C, C , sont égaux , et l’angle AC' B a pour supplément B C'C, ou son 
égal B ÇA. Lorsqu’on appliquera le calcul à cette construction ( n.* 68 ) , 
on verra que l’angle C n’est connu que par son sinus ( n.° 25 ) , qui 
appartient également aux angles supplémentaires ( n.° 26) BCA, BC'A. 
Le calcul sera toujours d’accord avec les constructions. 

4 -° Quand U côté a est égal au côté c , et par conséquent plus grand que 
BP, l’arc m"'n‘" , décrit de B comme centre avec le rayon a, coupe XZ 
en deux points A, O' , qui déterminent le triangle isocèle BAC". 

5 .* Le côté a étant plus grand que c , et a plus forte raison que BP, 
l’arc m"“ n"" , décrit de B comme centre avec le rayon a , coupe X Z 
en deux points O" , Q ; et le point A, extrémité d’une oblique BA—t 
plus courte que B Q =s a , tombe nécessairement entre P et Q. Les 
deux intersections C" , Q , paraissent indiquer la construction de deux 
triangles; mais si l’on observe que le triangle BAQ 11e contient par 

B 
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l’angle donné S AC = A, on verra que te triangle BAC 1 " satisfait seul 
aux conditions du problème. 

II.* Cas. L'angle A est égal à l’angle obtus BAX. L’angle donné A 
étant obtus , l’angle inconnu C est nécessairement aigu { n.° 2 ) ; on doit 
donc avoir A > C; et par conséquent , le côté a , opposé à l’angle connu A , 
doit être plus grand que le côté c ; quand cette condition n’est pas remplie , 
le triangle ne peut pas exister. La construction s’accorde avec ces considé- 
rations ; en effet . . . 

1 .* Si le côté a , opposé à l’angle connu A , est plus grand que l’autre côté c , 
l’arc m“" n"“ , décrit de B comme centre , avec le rayon a , coupera X 7 . en 
deux points Q, C" , qui détermineront deux triangles BAQ, BAC”' ; 
mais le second triangle ne contenant pas l’angle donné B A X = A , 011 
voit que te triangle BAQ , toujours possible, satisfait seul aux conditions du 
problème. 

a." Si te côté a n’est pas plus grand que le côté c, alors l’ar^Secrit de B 
comme centre avec le rayon a, ne pourra pas couper XZ, à gauche du 
point A ; car les obliques le plus longues s’écartent le plus de la perpen- 
diculaire : tes données ne peuvent donc appartenir à aucun triangle. 

1 8. IV.' Problème ( fig. 9 ). On connaît deux côtés a ,b,et l’angle 
compris C. Tirez deux lignes indéfinies CH, CK, sous l’angle connu C ; 
portez b de C en A, et a de C'en B ; menant AB , le triangle sera construit. 
Si les côtés a, b , étaient égaux , la construction déterminerait un triangle 
isocèle , dans lequel les angles A , B , opposés aux côtés égaux a , b . 
seraient égaux. 

ip. V.* Problème { fig. 10). On connaît les trois côtés a, b, c. Soit b 
le plus grand des trois côtés ; menez une droite A C égale à b ; des 
points C, comme centres, avec les rayons c , a, décrivez les arcs mn , m n ; 
de leur intersection B , menant aux points A, C , les droites B A, B C, elles 
détermineront ABC pour le triangle demandé. La construction réussira tou- 
jours , quand les données s'accorderont avec la nature du triangle ; car alors 
le plus grand côté étant plus petit que la somme des deux autres , les 
arcs se couperont nécessairement. 

Si te côté b était égal à la somme des deux autres , les arcs m" n" , m"'n m , 
décrits des points A, C , comme centres , avec les rayons c, a, se toucheraient 
en un point B’, situé sur AC; les côtés c, a, se confondraient avec la base b ; 
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les «itgltf A , C , formés par ces cités avec la base, seraient nuis ; iangte B , 
formé par Us cités a, c, qui sont en ligne droite , vaudrait deux angles droits , 
ou 1 S 0 degrés , et la surface du triangle serait nulle. 

Si U côté b était plus grand que la somme des deux autres côtés a, c, les 
arcs m"n" , st, décrits des points A , C, comme centres, avec les rayons c, a, 
ne se rencontreraient pas; les côtés c, a, ne pourraient donc pas se réunir 
en un même point : le triangle n’existerait donc pas. Et en effet , la ligne 
droite étant la plus courte distance entre deux points , un côté d'un triangle 
ne peut jamais être plus grand que la somme des deux autres. 

20. Les constructions que nous venons d'exécuter , conduisent à cette 
règle générale, l/n TRIANGLE RECTANGLE peut toujours se construire , 
lorsqu'on connaît Us deux côtés de l’angle droit , ou un angle aigu et l'hypoté- 
nuse , ou un angle aigu et l'un des côtés de l’ angle droit. Il devient impossible , 
lorsque, connaissant l’hypoténuse et un côté de l’angle droit, I hypoténuse n'est 
pas plus grande que ce côté de l'angle droit. 

Un Triangle orliqv angle est toujours possible * lorsqu'on connaît 
deux angles et un côté , ou deux côtés et l'angle compris. Il devient impossible 
dans trois cas : t .* lorsque, connaissant les trois côtés , te plus grand n'est pas 
plus petit que la somme des deux autres ; 2 .” lorsque, connaissant deux côtés 
et l’angle aigu opposé et l'un d'eux , le côté opposé b l'angle connu est moindre 
que la perpendiculaire abaissée de l’extrémité du côté connu adjacent à cet angle , 
sur l’autre côté ; j.° lorsque, connaissant deux côtés et l'angle obtus opposé à 
Vun d'eux , te côté connu opposé à cet angle obtus n'est pas plus grand que 
l'autre côté connu. 

2 1 . Ce qui précède donne le moyen de construire les triangles dans 
tous les cas possibles ; mais , en réfléchissant sur ces constructions , on 
aperçoit aisément combien l’on doit peu compter sur leur exactitude , tant 
à cause de la difficulté de faire un angle rigoureusement égal à un autre , 
que par celle de déterminer le point de rencontre de deux lignes qui se 
coupent sous un angle très - aigu. Or le calcul donne le moyen 
d’approcher des valeurs des quantités d'aussi près qu’on veut : il est donc 
de la plus grande importance de substituer le calcul aux constructions ; 
ce qui conduit à ce problème général : 

22. Connaissant , en nombres, trois des cinq parties d'un triangle , calculer 
les valeurs numériques des autres parties. La solution de ce problème est 
l’objet de la Trigonométrie proprement dite. 

B a 
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22 ,. Deux angles qui , pris ensemble , valent un angle droit , ou 90° , sent 
COM P LÊ MENS l’un de l'autre. Deux angles qui, pris ensemble , valent la 
demi-circonférence , ou 180*, sont SVPPLÈMENS l’un de l’autre. Ainsi, le 
complément de 60° est }0°, et le supplément de ioo° est 80°. En général, 

Si p désigne un arc ou un angle quelconque , son complément sera ( 90* — p) , . 

et son supplément sera ( 180" — p ). Les angles (90”-»- p ) et ( 90* — p), 
qui , pris ensemble , valent 180", sont donc supp/émens l’un de l’autre. Con- 
séquemment, dans un triangle, chaque angle est le supplément de la somme 
des deux autres angles ; et dans un triangle rectangle , les deux angles aigus 
sont compté mens l’un de l’autre. 

2 4 - On parvient à résoudre les triangles , en les comparant à d’autres 
triangles dont les parties ont été calculées. Ces parties sont les lignes tri- 
gonométriques nommées sinus , cosinus , tangentes , cotangentes , sécantes et 
cosécantes. Voici les définitions de ces lignes : 

2 J. Le SINl>$ d’un arc , ou de l'angle mesuré par cet arc , est la perpen- 
diculaire abaissée de l'une des extrémités de l'arc sur le diamètre qui passe par 
l'autre extrémité. Ainsi ( fi g. 11 J , le sinus de l’arc AB, ou de l’angle 
aigu AC B , est la perpendiculaire B P abaissée d’une extrémité B de 
l’arc A B sur le diamètre A G qui passe par l'autre extrémité A. De 
même, MD est le sinus de l'arc AM , ou de l'angle obtus MCA. 

Si, à l’extrémité A du rayon CA, on mène A T perpendiculaire sur A C, 
jusqu’à la rencontre de C B prolongé , la ligne A T s’appelle la tangente 
et C T la sécante de l’arc AB, ou de l’angle A CB. 

Soit menée C E perpendiculaire sur A G , l’arc A E vaudra le quart de 
la circonférence , ou 90°; si des points B, E on mène BQ et ES per- 
pendiculaires à CE, les lignes BQ, SE, CS, seront pareillement 
les sinus , tangente et. sécante de l’arc B E, complément de AB ; on les 
appelle, pour abréger, les cosinus, cotangente et cosécante, de l'arc AB. 

Ainsi, BP, BQ, AT, ES, CT, CS, expriment respectivement le 
sinus , le cosinus , la tangente , la cotangente , la sécante et la cosécante de 
l’arc A B , ou de l'angle B CA. 

Dans les calculs , on écrit les mots . 

sinus, cosinus, tangente, cotangente , sécante , cosécante, de cette manière abrégée, 
sin. cos, tang. col. sic. coséc. 

Les lignes CP , B Q étant égales , C P est le cosinus de A B. On * 
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peut donc dire que le cosinus est la distance du centre au pied du sinus. Sous 
ce point de vue , le sinus de A M étant MD , le cosinus de A M sera C D. 
Si l’on désigne Tare AB, ou l’angle AC B , par p, on aura 
BP — sin. p ; CP — cos. p ; AT — tang. p ; 

ES — cot. p ; CT eeséc. p ; CS = coséc. p. 



BQ — sin. B E — sin. ( 90* — p) — C P — cos. p ; 

donc sin. ( 90° — p) — cos. p. 

C Q — cos. B E — cos. ( 90“ — *■ p ) — B P — sin. p ; 
donc cos. ( 90' — p ) = sin. p. 



Prenons CM = AB = p ; les arcs AM , AB , qui valent 180“ à eux 
deux , seront supplémens l’un de l’autre : or les sinus MD, BP de ces 
arcs sont égaux , et tombent dans le même sens , par rapport i AC; 
conséquemment , 

2 6. Deux arcs ou deux angles qui sont supplémens l’un de l'autre, ont 
des sinus égaux et de même signe. Mais chaque angle d’un triangle est le 
supplément de la somme des deux autres (n.’ij); te sinus de la somme 
de deux angles d’un triangle est donc égal au sinus du troisième angle. 

Les cosinus CP, CD, des arcs supplémentaires AB, AM, sont de 
même longueur ; mais comme ils tombent dans des sens directement 
opposés, par rapport au point C, on les affecte des signes contraires -+- 
et — . 

27. Ainsi , deux arcs ou deux angles qui , pris ensemble , valent 1 80' , ou 
qui sont supplémens l’un de l'autre , ont des cosinus égaux , mais de signes 
contraires. Le sinus et te cosinus d'un angle aigu étant donc positifs ; pour un 
angle obtus , le sinus est encore positif, mais te cosinus est négatif. 

28. En général , si p est un arc ou un angle quelconque, on aura 
Sin./>,=sin. \ 180* — p)\ d’où sin. (90” H-/»)=sin. ( 90° — p )—cos.p. 
Cos./, = - cos. (180°—/,); d’où cos. ( 90“-»- p)— - cos. (90“ - p) = — sin. 
On voit aussi , dans la figure, que si r désigne le rayon CA, on aura 

I Sin. AE — sin. ( 90" ) = CE = r 
(h- " )■ } Cos AE — cos ( 90 ° j _ 0< 

( Nous désignerons toujours le rayon des tables par r). 

2p. Quand un angle aigu augmente, son sinus , sa tangente et ta sécante 
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augmentent ; son complément , son cosinus , sa cotangente tt sa cosécantt 
diminuent. Le sinus et le cosinus ne peuvent jamais être plus grands que te 
rayon. La sécante ne peut jamais devenir plus petite que le rayon. La tangente 
passe par tous les états de grandeur, depuis tjera jusqu’à /'infiniment grand 
( arithmétique ). Conséquemment , un nombre plus petit que U rayon exprime 
toujours le sinus ou le cosinus d’un certain angle ; quand le sinus ou U 
cosinus d’un angle inconnu se trouve plus grand que U rayon , l'angle n’existe 
pas; enfin, un nombre quelconque exprime toujours la tangente d'un certain 
angle. 

30 . Si l’angle TC A ( fig. tt ) était de 45° 1 son complément CTA 
serait aussi de 4 î “ î I e triangle A CT serait isocèle, et l’on aurait 
AT — AC — r. Par conséquent , la tangente de 4j° est égale au rayon ; 
la tangente d'un angle aigu plus grand que 4 S ° 1 tst plus grande que te rayon ; 
et la tangente d'un angle plus petit que 4 j ” , est plus petite que le rayon. 
Mais le complément de 45° est 45° » et à mesure qu'un angle aigu augmente, 
son complément diminue. Conséquemment , la cotangente Je 45° est égale au 
rayon ; la cotangente d’un angle aigu plus grand que 45 °, est moindre que le 
rayon ; et la cotangente d’un angle moindre que 45 °» est plus grande que le 
rayon. 

3 I . Les relations qui existent entre les grandeurs des lignes trigono- 
métriques , se déduisent de la similitude des triangles CP B, CA T, CQB, 
CES ( fg. 11 ). En effet , ces triangles donnent , en désignant l’arc AB , 
ou l’angle B C A , par p , 

^ d „ _ . r iin. p 

CP : PB :: CA : AT, ou cos. p : sm. p : : r : tang ./» = — ■ 

- _ _ . , r co». 1» 

C<2 : Q.B :: CE : ES, ou sin./> : cos. p : : r : cot. p = — ; 

CP: CB.: CA : CT, ou cos. p : r : : r : séc. p — — . 

* COS. p t 

r* 

CO : CB : : CE : CS , ou sin. p : r : : r : cosec. p — . 

x • sm. p g 

BP 1 -*- CP 1 = CB 1 , ou sin. 1 /» -+- cos . 1 p — r 1 . 

On en déduit 

cos 1 p = r 1 — sin. 1 /» ; cos . p = yé (r* — sin . 1 p) , 

sin. 1 /» = r 1 cos. 1 /»; sin. p = •/( r 1 — cos . 1 p). 
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Résolution des Triangles rectangles. 

32. Soit ABC le triangle proposé, rectangle en B (fg. 12 ). Désignons 
par a, b,c , les côtés respectivement opposés aux angles A, B , C ; alors 
b sera l’hypoténuse, a et c seront les deux côtés de l’angle droit. Si du point C 
comme centre , avec un rayon C O égal 11 celui des tables , on décrit 
l’arc 0 M , terminé par les côtés CB , CA , prolongés ; si par les points 
O , M , on mène f) Tel MP perpendiculaires sur CO, on aura, d’après 
les définitions des lignes trigonométriques , 

M P — sin. C ; CP — cos. C ; O T — tang. C. 

Les proportions données par les triangles semblables CAB, CMP, 
CTO , résolvent les problèmes relatifs aux triangles rectangles. Voici le 
calcul, dans lequel r désigne toujours le rayon des tables : 

33. I." Problème (fig. 1 n.' 10). Connaissant tes deux cités a, c 
de l'angle droit B , résoudre U triangle. Il s’agit de trouver A, C, b. Les 
triangles semblables CB A, COT ( fg. sa), donnent 

C B : B A : : C O : OT , ou a : c r : tang. C. 

Cette proportion , qui détermine tang. C , fait connaître l’angle C, et par 
suite l’angle A ; car A vaut ( 90° — C). Pour calculer tang. C à l’aide des 
logarithmes , il faut, au log. du rayon r , ajouter le log. de c , et retrancher 
de la somme le log. de a ; 1 * reste exprime le log. de tang. C. Cherchant 
ce logarithme dans la colonne des log. des tangentes , l’angle C sera 
déterminé , et le côté b sc déduira de la proportion 

( Fig. 1 i ) . . . . P M : M C : s B A : A C, ou sin. C: r : : c : b. 

34 - 11 *' Problème (fig. 2, n." 11). Connaissant l'hypoténuse b et un 
(été a de l'angle droit , résoudre le triangle. Les valeurs des inconnues C, c, 
se calculent par les proportions 

( C A : C B : : CM : C P , ou b : a : : r : cos. C. 

(Fig. il ). | CM , Mp . . CA . A g ou r . s j n ç : ; b . f 

L’angle A se déduit de C , car A vaut ( 90” — C ), 

3 J- I IL' Problème (fig. 3, n.” II). Connaissant l'hypoténuse b 
et un angle aigu , résoudre le triangle. Si l’on retranche de 90* l’angle aigu 
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qui est donné , le reste exprimera l’autre angle aigu. On connaîtra alors 
les angles aigus A , C, et l'hypoténuse b ; les côtés inconnus c , a , se 
déduiront des proportions 

I C AI : M P : : CA : A B , ou r: sin. C : : b : e. 

( F >g- 12 )• j CM -. CP : : CA : CB, ou r : cos. C : : b : a. 

36. IV.* et V.* Problèmes (fig. 4 et 5 , n." 13 et > 4 ). Connaissant 
un angle aigu et un côté de l'angle droit , résoudre le triangle. Après avoir 
déterminé les angles aigus comme dans le n.* 33, le côté donné sera 
opposé à un angle connu. Soit t le côté connu ; pour calculer les incon- 
nues a et b, on dira , 

j O T : O C : : B A : BC, ou tan g. C : r : : c : a. 

( Fig- 1 2 )• | pM : MC : : B A : A C, ou sin. C : r : : t : b. 

yj. Ces principes suffisent pour mettre en état de résoudre tous le* 
cas des triangles rectangles ; passons aux triangles obliquangies. 

Démonstration des Formules qui servent à rèsoudrt les Triangles 
obliquangies. 

38. Il s'agit de résoudre ce problème général : Connaissant les valeurs 
numériques de trois des cinq parties d'un triangle , calculer les parties incon- 
nues. Cela offre quatre problèmes particuliers , qui trouvent leur solution 
dans les trois formules que nous allons démontrer. 

39. Soit ABC (fig. sq) , le triangle proposé. Désignons ses angles 
par A, B , C , et les côtés respectivement opposés par a, b, c. Si avec 
un rayon r , égal à celui des tables , on décrit des points A , C , comme 
centres, les arcs MN, DE, et si des points B, M, D , on abaisse 
sur AC les perpendiculaires BP, MK, DH, ces deux dernières seront 
les sinus des angles A , C, et l’on aura 

\MK ; M A : : B P : B A, ou sin. A : r : : B P : c; 
( F>g- 1 î )• ) CD : D H ; : C B : B P, ou r : sin. C -.-.a : B P. 

Multipliant ces deux proportions terme !t terme , et supprimant les 

facteurs 
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facteurs communs aux deux termes de chaque rapport, il vient 

40 . Sin. : sin. C : : a : e Premier principe, 

rfl. Dans (e triangle ABC (fig. t<f ) , soit A > B ; d’où a > b. Pro- 
longeons B C d’une quantité CF— CA — b , et menons FA. Le 
triangle ACF sera isocèle ; et l’angle ACF, extérieur au triangle A CB, 
vaudra la somme des deux angles intérieurs opposés A et B ; de sorte 
que ACF— ( A-r-BJ. Menant 6 'A']>erpendicuIaire i\xr AF, l’angle FC A 
sera divisé en deux parties égales , et l’on aura 

FC K = i [A B). 

Si par le point C on mène C H parallèle à B A , l’angle FC II sera 
égal il B ; mais pour obtenir ta plus petite Je deux parties, il faut 6 ter 
leur demi- différence de leur demi - somme ; or c’est H CK qu’il faut ôter 
de FC K — 4 ( A ■+■ B ) , pour obtenir le plus petit angle F C H— B ; 
l’angle H CK exprime donc la demi -différence des angles A et B ; on 
a donc 

II CK = 4 [A — B). 

Si du point K, milieu de AF, on mène KD parallèle k A B , le point D 
sera le milieu de B F; or B F vaut (BC-+-CF),o\x{BC-i-C A), 1 
ou ( a -+- b ) ; on a donc 

DB — DF— ^{a-+-b)\ d’où . , . 2 D F = ( et -+■ b). 

Enfin , C D exprimant ce qu’il faut ôter de FD , ou 4 ( a -t- b ) , pour 
obtenir CF ou b , on aura 

CD=z{[a — b)-,à'où...2DC=(a — b). 

Cela posé , du point C comme centre , avec un rayon C m égal h celui 
des tables , décrivons l’arc mn , et menons la tangente m T; nous aurons 

m T — tang. FC K = tang. i ( A -t~ B ) , 
ms — tang. II C K — tang. { ( A — B ). 

Les propriétés des paiallèies donnent 

KF: KH:-. D F : D C : : m T : ms. 

Donc , a DF: 2 D C : : m T : m s. 

Substituant les valeurs de 2 DF, 2 DC, mT, ms, il viendra 
[a -r- b) : [a — b) :: tang. -j ( A -+- B ) : tang. 4 ( A — B). 

C 
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Si l’on observe que 

i (A + B) =i( .80- — C) = (90 ’ — iC). 

On pourra remplacer tang. -j [A-t-B), par tang. ( 50“ — i C ) , ou 
par cot. { C ; ce qui donnera 

42 ... («-+- b ) : [a — b) : : cot. 2 C : tang. 2 [A — B). 2.' Principe. 
43. La fig. 1 3 donne * 

AM : AK : : AB : AP ; 

ou r : cos. A : : c : A P =z — c - ' ^ , 

r 

La ligne CP, égale k £ moins AP, a donc pour valeur ^ b — - cn ‘’ A J. 

Les triangles BP A, B PC, rectangles en P, donnent, en égalant les 
deux valeurs de B P 1 , 

AB 1 — AP 1 — CB 1 — CP 1 . 

Substituant les valeurs des lignes AB, AP, CB, CP, il vient 
^ ccosh s. A J 1 — a ' ccosm.A y 

On en déduit successivement 

r* eosin.’ A , / ilr cos. A c’ cos.' A 1 

‘ ,ï = * - r ~ ~ r - — ? — J = 

c * cos.* A 



, .. i Je cos. A 

a — b H 

c 1 = a 1 — b 1 a 



sic cos. A 



abc cos. A = r (c 1 -+- b 1 — a 1 ) ; 

j r (c* -+• h* — a*) 

COS. A — : J . 

a ic 

Nous allons changer cette dernière formule en une autre , qui sera plus 
propre k l’emploi des logarithmes. Soit décrit du point C comme centre 
(fi g. ip) , avec un rayon r égal k celui des tables, un arc OM , qui 
mesure l’angle OC Al — A; ayant tiré la corde O M , menons dessus la 
perpendiculaire CQ ; et du point Ai abaissons sur CO la perpendicu- 
laire MP ■■ il en résultera , 

Al P — sin. OCM — sin. A, 

CP = cos. OCM = cos. A , 

OP = CO - CP — r — cos. A, 

MQ — O Q sin. jA; O Ai — 2 Ai Q — 2 sin. -j A. 



* Les personnes qui ne connaissent pas l’algèbre, peuvent passer le n.° 43. 
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Les triangles rectangles COQ, MOP, ayant un angle commun en O, 
sont semblables, et donnent 

OC : OQ :: O M : OP; 

ou r : sin. ± A : : i sin. ~ A : (r — cos. À ). 

On en déduit 

r* — r cos. A — 2 sin.* -j A ; 
r cos. A — r* — a sin P {A; 

r" — > lin.* ï A 

cos. A — — • . 

r 

Mais on a trouvé . . . cos. A = — — ~~^Tc “ ' ‘'S 3 ' 30 * ces va ' eurs 

cos. A , et désignant par 2 p la somme des trois côtés a , b , c du 
triangle ABC , il viendra 

r ( c ‘ -4- t * — r* — 1 sin.* j A 

xbc r 

r* (P -+• b 1 — a 1 ) = 2 bc (P — a sin.*-r A); 
p (P — P) — xbcP — Abc sin.* 7 A ; 

4 bc sin.* ^ A =r* (a‘ — b' — P ■+■ ibe) = P 0 * — (b — c)' ] 
= P (a -A- b — c) (a — b -A- c) — 

P ( a + b-A-t— 2 . c) (a-A-b-A-c — 2b)— P (ip—icj( ip—ib) 

~ AP(p — c) (p—b). 



On en déduit 






r< (p — h) ( p — r ) 
bc 



Prenant les logarithmes des deux membres , on trouve 

. r . 

Iog. sin. i A = log. [ Tc J . 

a /. sin.-j- A — l.(p — b) -a- I .(p — c) -a- l.P — l.bc ; 

2 I. sin. j A — l.(p—b)-A-l.(p — c)-A- 2 .l.r — l.b — l.c; 
il.ân.\A z=l. (p — b)-A-l.{p — e)-A-(l.r—l.b)-A-(lr—lt); 
l. i \ n .{A = i[l.(p—b)-A-/.fp-c)-A-(l-r-J.bJ-A-(/.r—l-c)]- 
44. On désigne (l.r— l. b) et (l.r — l.t) par complément arithmé- 
tiques de tb et de le, et l’on écrit 

(lr — lb) = C: Ibi . . . (h — le) = C.’ I c. 

II en résulte 

/.sin. i-A = ( p — b)-A-l. (p—c) -A-aib-A- C.' le ]. . . J.' Principe. 
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• Les principes des n.*‘ 4° > 4 2 . 44 > suffisent pour résoudre les 
triangles. Traduisons -les en langage ordinaire. 

46 . I." Principe. La formule du n.“ 4 ° dit que, dans un triangle 
quelconque , tes sinus des angles sont proportionnels aux côtés opposés. Cette 
propriéié donne le moyen de résoudre un triangle , lorsque parmi les 
données il entre un angle et un côté opposé. 

47 - II.' PRINCIPE. La formule du n.* 4 2 peut s’énoncer ainsi : La 
somme des deux côtés d'un triangle est à leur différence , comme la cotan- 
gente de la moitié de l'angle compris par ces côtés est à la tangente de 
la demi-différence des angles opposés à ces côtés. Cette proportion donne le 
moyen de résoudre un triangle , lorsqu’on connaît deux côtés et l’angle 
compris. 

48 . III. ' Principe. La formule du n.” 44 détermine les angles , 
lorsqu'on connaît les trois côtés. Elle fournit cette règle générale : Connaissant 
les trois côtés d'un triangle ; pour trouver un angle , calcule j ta demi -somme 
des trois côtés : de celte demi -somme retranche ç successivement les deux 
côtés qui comprennent l'angle cherché ; vous aure ç deux restes : à la somme 
des logarithmes de ces deux restes , ajoute ^ Us complément arithmétiques des 
logarithmes des deux côtés qui comprennent l’angle cherché ; la moitié de 
cette dernière somme exprimera le logarithme du sinus de la moitié de l’angle 
inconnu. Cherche j dans la colonne des logarithmes des sinus , à que! angle ce 
logarithme correspond , le double de cet angle sera l’angle demandé. 

Appliquons ces trois principes h la résolution des triangles obliquangles. 

Résolution des Triangles ohliquangles. 

4 <j. I.” et II.* Problèmes (fig. 6 et 7, n.°' 15 et 16). Connaissant deux 
angles et un côté, résoudre le triangle. E11 retranchant de 1 80" la somme des 
angles connus, le reste exprimera le troisième angle ; on connaîtra donc les 
trois angles B, C , et un côté; le côté connu sera alors opposé à un angle 
connu. Soit b le côté connu ; l'application du premier principe détermine 
les côtés inconnus a , c, au moyen des proportions 

(n - 4o) - j sin. B : sin. C : : b : c. 

50. III.* Problème (fig. 8, n.* 17 ). Connaissant deux côtés et l’angle 
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opposé i l'un d’fux , résoudre le triangle. Soient a et c les côtés donnés , et A 
l’angle connu : les inconnues sont B , C , b. Le premier principe ( n." 4 6 ] 
suffit pour les déterminer. En effet, la proportion 

{ n.“ 4° )> et : c : : sin. A : sin. C. . . 
détermine l’angle inconnu C; retranchant (A -+- C ) de i8o°, le reste 
exprime l’inconnu B; et alors b se déduit de la proportion 

{n.° 4o), sin. C : sin. B : : c : b . . . 



JI. IV.* Problème (fig. 9 , n." 18 ). Connaissant deux cités et l'angle 
compris, résoudre le triangle. Soient a, b, C, les parties connues; les inconnues 
seront A, B , c. Le second principe (n.’ 4a ) donne, en supposant a> b , 
d’où A> B , 



( a b ) l (a — b) : : cot. - C : tang. ^ ■— - J . 

Cette proporlion détermine la demi-différence des angles A et B ; Uur 
demi-somme se déduit de l’angle connu C; car (A -+- B J valant ( 1 80" — C), 

la demi -somme f B - J vaudra ( 90° — \C). Ajoutant la demi-somme 



des angles A , B , à leur demi-différence , on aura le plus grand angle A; et retran- 
chant la demi-somme de la demi-différence , le reste exprimera l'angle B. Les 
angles A, B , C ainsi déterminés, on trouvera le côté inconnu c par l’une 
ou l’autre de ces proportions , 

sin. A : sin. Citait, 
sin. B : sin. C ; : b : c. 



(n.“ 4 o. ; 



Ces deux proportions doivent s’accorder à donner la même valeur de c. 



j 2. V.* Problème (fig. 10 , n.° 1 9 ). Connaissant les trois côtés a, b, c, 
résoudre U triangle. II s’agit de calculer les angles A , B, C. L’application 
du troisième principe ( n.° 48) déterminera l’angle A. On pourrait calculer 
les deux autres angles B , C , d’après la même règle ; mais il est plus 
simple de les déduire des proportions 



a : b : : sin. A : sin. B ; a : c:t sin. A : sin. C. 



On peut aussi , après avoir calculé l’angle A , en déduire B , C, au moyen 
du second principe ( n.°47 ). En effet , ce principe donne, en supposanr b >c , 
d’où B > C, 



( b -+- C ) : (b — c) : : cot. -j A : tang. f — — J. 



( a* ) 

Cette proportion détermine la demi-différence r J. Mais la demr 

somme ( - B J est connue , car elle vaut ( 90" — - A) : on connaîtra 

donc la demi-somme et la demi-différence des angles B , C ; ce qui déter- 
minera ces angles. (Arithmétique , second volume , page 20 y, n.“ syt.) 

Lorsqu’on n’a pas commis d’erreur de calcul , les trois procédés que 
nous venons d’indiquer doivent s’accorder à donner les mêmes valeurs 
de A, B , C, et la somme de ces angles doit valoir à-peu-près 180”. 

JJ. Les principes que nous venons d’établir suffisent pour résoudre les 
différens cas des triangles rectangles et oldiquangles. En analysant nos 
formules, on reconnaîtra l’accord parfait qui règne entre le calcul et les 
constructions. O11 verra que toutes les fois que les données s'accordent 
avec la nature du triangle , tes formules déterminent les valeurs des parties 
inconnues ; et, au contraire, quand les parties connues établissent des conditions 
incompatibles avec l’existence du triangle , les formules l'indiquent en conduisant 
à des absurdités plus ou moins évidentes. L'emploi des logarithmes , qui abrège 
considérablement les calculs , n'offre jamais de difficultés ; car, lorsque le 
triangle est possible , il n'entre dans te calcul que des nombres positifs dont 
les logarithmes sont réels. 

S- III. 

Calcul des Triangles. 

Comme les tables de logarithmes à cinq décimales suffisent pour la 
plupart des opérations du Cadastre , nous en ferons usage dans nos exemples. 
Ces tables donnent directement les minutes; ce qui suffit le plus souvent, 
car les instrumens ordinaires ne donnent pas les secondes. Si l’on veut 
plus d'exactitude , on calcule les secondes , ou les dixièmes et centièmes de 
seconde , par une proportion. Lorsque les opérations exigent une grande 
exactitude , on doit opérer avec les tables de Callet. Dans le supplément qui 
termine ce traité ( voye^ n.° 8 ; ) , M. Pommiés donne le moyen de calculer 
les parties d’un triangle avec une très -grande exactitude; mais, je le 
répète , cette exactitude devient inutile dans les opérations de détail. 

Le calcul des triangles repose sur quelques principes que nous allons 
d’abord établir. 

J J. Dans nos tables, où le rayon r est égal à 1 00000 00000, ou à la 
dixième puissance de dix , le logarithme du rayon est dix ; or le complément 
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arithmétique d’un logarithme s’obtient en retranchant ce logarithme du 
logarithme du rayon ( n.° 44)- De complément arithmétique d'un logarithme 
l'obtiendra donc en retranchant ce logarithme de dix unités ; ce qui revient 
à retrancher te premier chiffre significatif à droite de 10 , et tous tes suivant 
de 9. Ainsi , le logarithme de 49 étant 1,69010, le complément arithmé- 
tique de ce logarithme est 8,30980. On écrit 

C.' I. 49 = 8,30980. 

On trouvera de la même manière 

c: /. 17 = 8,76955 j a /. 9087 = 6,04158. 

J 6. Dans toute proportion où le rayon est un des moyens , il suffit 
d'ajouter le logarithme de l’autre MOYEN au complément arithmétique du 
logarithme du premier terme ; la somme exprime le logarithme du quatrième 
terme. En effet , la proportion 

a : r : : b : c , donne le =? I b -+- ( Ir — la ). 

Mais ( l r — la ) est le complément arithmétique de logarithme a (n.° 44 ) ! 
on a donc 

le — 16 -r- Comp.' ari^ I a = l b -+- Comp.’ ta. 

On voit que le logarithme du quatrième terme c est égal au logarithme 
du moyen b , augmenté du complément arithmétique du logarithme du 
premier terme a, 

YJ. Dans toute proportion, si, apres avoir ajouté à la somme des logarithmes 
des MOYENS le complément arithmétique du logarithme du premier terme, 
en diminue la somme de dix unités , te reste exprimera le logarithme du 
quatrième terme. En voici la preuve ; la proportion 
a : b : : c : d , 

donne successivement 

l. d— (lb-\-lc) — / a — ( I b —H le ) (lr — la) — Ir 

— ( I b -t- le ) -y- Comp.' arit. la — Ir 

— ( l b -t- le ) Comp.' arit. la — 10. 

Ainsi , pour calculer , au moyen des logarithmes , le quatrième terme 1 S 
de la proportion 

7:21 : : 6 : x , 

on ajoutera aux logarithmes des moyens 2 1 , 6 , le complément arithmétique 
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du logarithme du premier terme 7; la somme 1 1 ,25 5 27, diminuée de 10 , 
donnera 1,25527 pour le logarithme du quatrième terme 18 ; et en effet 
ce logarithme correspond, dans la table, à iS. 

Exemples relatifs aux Triangles rectangles. 

58. I." Problème ( fig. 1."). On connaît Us deux têtes a, c de 
l'angle droit B. 

Exempte. Soient ( fg. tS), 

a = 170 , r = 120. 

Pour calculer l’angle C , on dira (fg. 12 ), 

a : c : : r : tang. C, ou 1 70 : 1 20 : : r : tang. C. 

Le rayon étant un des moyens on ajoutera au logarithme de 120, 
qui est 2,07518 , le complément arithmétique du logarithme de 170, qui 
est 7,76955 ; la somme 9,84873 exprimera le logarithme de tang. C. Si 
l’on cherche ce logarithme dans la colonne des logarithmes des tangentes , 
on trouvera, en négligeant les secondes, que l'angle C vaut 35* 1 3’ ; 
retranchant cet angle de 90°, le reste 34° Kf exprimera l’angle A. 

Pour calculer l’hypoténuse b , on dira (fg. 12), 

sin. C : r ; : c : b , ou sin. 35“ 13' : rts 120 : b. 

Ajoutant au logarithme de 1 20 le complément arithmétique du logarithme 
du sinus de 35” 13', le résultat 2,31825 sera le logarithme de b. Pour 
trouver, le plus exactement possible, à quel nombre appartient ce loga- 
rithme , on augmentera sa caractéristicpie d’une unité , ce qui donnera 
3,31825 ; ce dernier logarithme tombe entre ceux des nombres 2080 
et 208 1 ; mais comme il approche plus du logarithme de 208 1 , nous 
prendrons 2081 ; séparant une décimale, à cause de l’unité ajoutée à la 
caractéristique, la valeur de l’hypoténuse b sera 208,1. Cette valeur est 
un peu trop forte , mais l’erreur est moindre qu’un dixième. 

J p. L’approxim tlion précédente suffit assez souvent. Lorsqu’on veut 
déterminer les patties inconnues avec tout le degré d’exactitude dont nos 
petites tables sont susceptibles, on calcule ordinairement les secondes . mais, 
dans la pratique , il est plus avantageux de calculer les dixièmes et cen- 
tièmes de minute ; cela évite une multiplication par 60 , et le résultat 

est 
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est pfus exact j car chaque dixième de minute valant 6 secondes , ou 6 ’ , 
un centième de minute ne vaut que ~ , ou o",6 ; de sorte qu'en s’ar- 
rêtant aux centièmes de minute , l’erreur est tout au plus d’un demi- 
centième de minute ou de 3 dixièmes de seconde ; tandis qu’en calculant 
les secondes, l’erreur peut être de 5 dixièmes de seconde. Ces considéra- 
tions doivent engager les Géomètres à calculer les dixièmes et centièmes de 
minute , au Heu des secondes. 

Pour calculer les côtés le plus exactement possible , on suppose que la 
caractéristique du logarithme du côté inconnu est 3 ; ce qui donne les 
quatre premiers chiffres à gauche du résultat. Si l’on veut un cinquième 
chiffre , on calcule à l’aide de la proportion , qui suppose que tes diffé- 
rences entre les nombres sont sensiblement proportionnelles aux différences entre 
lef logarithmes ; cette proportion ne peut donner qu’un chiffre. 

60. Si dans l'exemple du n.° 5 8 on fait une proportion pour calculer 
les secondes de l’angle C , on trouvera que C vaut 35° 13' a"; en subs- 
tituant cette valeur de C dans la proportion 

sin. C : r : : c : b , 

et faisant une proportion pour obtenir b avec une décimale de plus , on 
trouvera que b vaut 208,08 ; retranchant 35” 13' 2", de 90", le reste 
54 ° 4 < 5 ' j 8" exprimera l’angle A. 

Enfin , si l’on calcule les dixièmes et centièmes de minute de l’angle C, 
on trouvera que C vaut 35 0 i 3 ',o 4 , c’est-k-dire , 35" 13', plus quatre 
centièmes de minute. 

La proportion qui a donné les dixièmes et centièmes de minute est 
27 : 1' : : 1 : 

Le quatrième terme vaut ©',037, ou o',o 4 , k moins d’un demi-centième 
de minute près ; chaque demi-centième de minute ne vaut que 3 dixièmes 
de seconde. Retranchant 35“ 1 3 ',o 4 de 90°, le reste ; 4 '’ 46 \ 96 exprimera 
l'angle A. Pour calculer l’hypoténuse b , on dira (fg. 12 ) , 

sin. C : r : : c : b, ou sin. 3 5“ 1 3 ’,o 4 : r : : 120 : b. 

Le logarithme du sinus de 35 0 i 3 ',o 4 est 9,76094 *; son complément 

* Pour obtenir le logarithme du sinus de 35* I 3 ',o 4 , on prend dans les tables 
le logarithme du sinus de 33° 13', qui est 9,76093. On voit dans la colonne des 

D 
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arithmétique est 0,23906 ; ce complément ajouté au logarithme de 120, 
donne 2,31824 pour le logarithme de b. Cherchant à quel nombre 
appartient le logarithme 3,31824, on trouvera 2080,86, &c. ou en ne 
conservant que les cinq premiers chiffres , 2080,9 ; avançant la virgule 
d'un rang vers la gauche, à cause de l'unité ajoutée h la caractéristique 
du logarithme de b, le résultat 208,09 sera * a valeur de l’hypoténuse b, 
à moins d’un centième d’unité près. 

Cet exemple suffisant pour faire connaître comment on doit opérer 
lorsqu’on veut obtenir les dixièmes et centièmes de minute , nous nous 
bornerons à calculer les secondes : mais nous engageons les élèves it 
reprendre les mêmes exemples , en cherchant les dixièmes et centièmes 
de minute ; ils verront combien cela abrège. Ce procédé a d’ailleurs l'avan- 
tage de donner le résultat avec plus .d’exactitude. 

6 1. IL* Problème (n.° 34 ). On connaît l'hypoténuse b et un côté a de 
l’angle droit. 

J." Exempte (fg. 17 ). Soient 

a — 270 , b — 4o8. 

Les inconnues sont c , A , C. 

Pour calculer C , on dira (fg. 12 ) , 

b : a : : r : cos. C , ou 4°8 : 270 : : r : cos. C. 



différences, que la différence entre ce logarithme et celui du sinus de 35 0 14' est 
18 cent -millièmes; on dit alors, 

Si, l’angle augmentant d’une minute , le logarithme du sinus de 3 5" 13' augmente 
de iS cent - millièmes , de combien, lorsque l’angle augmente de o',o 4 , le même 
logarithme doit-il augmenter ! 

Les trois premiers termes de la proportion sont donc 
»' : 0,00018 : : o',c4 : 

Le quatrième terme est 0,0000072, ou o,oocot, en ne conservant que cinq 
décimales; ce quatrième terme exprime ce qu’il faut ajouter au logarithme du 
sinus de 35" 13' pour obtenir le logarithme du sinus de 35" 13', 04 ; ajoutant 
donc 0,00001 à 9,76093, le résultat 9,76094 sera le ISgarithme du sinus de 

35 ° 1 3 ’x ° 4 - 

On opérera de la même manière toutes les fois que les angles contiendront 
des décimales de minute ; cela se réduira toujours à multiplier la differente des 
tables par les décimales de minute ; les unités du résultat exprimeront des cent- 
millièmes. 
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Ajoutant au logarithme de 170 le complément du logarithme de 4°8 , 
la soinlne 9,82070 sera le logarithme de cos. C ; cherchant ce logarithme 
dans la table , 011 trouvera , en négligeant les secondes , que C vaut 48 ° } 4 ’ ; 
la valeur correspondante de A est 4 1 ° 26' ; le côté c se déduit de la 
proportion 

r : sin. C : : b : c , ou r : sin. 48 “ j 4 ’ : : 4°8 : C. 

Elle donnée = 305,9. 

Si l'on calcule les secondes, on trouvera que C vaut 48 ° 33' 5 6" j la 
valeur de A correspondante est 4 1 ° 26' 4 "- 

Pour calculer le côté c , 011 dira , 

r : sin. C : : b : c , ou r : sin. 48 “ 33' 56" : : 4°8 : c. 

Cette proportion donne c = 305,88 ; or, en négligeant les secondes, 
on avait trouvé c — 305,90 ; l’erreur n’était donc que de 2 centièmes 
d'unité. 

II.' Exempte ( fi g. iS ).' Soient 

a — 200 , b = 1 20. 

Pour calculer l'angle C , on dira ( fig. 12 ) , 

b : a t : r : cos. C, ou 1 20 : 200 : : r : cos. C. 

Ajoutant au logarithme de 200 le complément arithmétique du loga- 
rithme de 120, la somme 10,22185 exprimera le logarithme du qua- 
trième terme cos. C ; le logarithme de cos. C étant plus grand que dix 
( logarithme du rayon ) , le cosinus est plus grand que le rayon ; ce qui est 
absurde. Le triangle proposé ne peut donc pas exister ; et en effet , si on 
cherche à le construire , 011 verra que l’hypoténuse b 11e peut pas ren- 
contrer le côté a; car b étant plus petit que CB — a , l’arc AK décrit 
du point C comme centre, avec le rayon CA — b , ne pourra pas ren- 
contrer B H. En général, quand l‘ hypoténuse est plus petite qu'un côté de 
l’angle droit, le triangle est impossible, et le calcul l’indique , en donnant un 
nombre plus grand que dix ( logarithme du rayon ) , pour le logarithme d’un 
cosinus. 

6-, Les autres cas des triangles rectangles n’offrant aucune difficulté , 
nous passerons aux triangles obliquangles. Le cas où l’on connaît la base 
et les deux angles à la base , étant celui qui se présente le plus souvent, 
nous l’analyserons avec soin. 
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Exemples relatifs aux Triangles obliquangles. 

I." et II.* Problèmes. On connaît deux angles et un côté ( n.* 4 p )• 

63 J ! ." Exemple ( fig. 19). Soient 

A = 36" , C — 82” , b — 130. 

Les inconnues sont B , a, c. Si l’on retranche ( A -+- C ) de 180" , 
le reste 62" exprimera l’angle B, Les côtés inconnus a, c, se déduisent 
des proportions 

sin. B : sin. A:\b\a, ou sin. 61° : sin. 36” : : 1 30 : a , 
sin. B ; sin. C : : b : c , ou sin. 62° : sin. 82* : ; 130: c. 

Pour calculer a , on ajoutera le logarithme de 130 au logarithme du 
sinus de 3 6" ; de la somme on retranchera le logarithme du sinus de 62“ ; 
le reste sera le logarithme de a. 

Si l’on veut faire usage des complémens arithmétiques , ce qui abrège un 
peu le calcul , ou ajoutera à la somme des logarithmes des moyens , le com- 
plément arithmétique, à dix, du logarithme de l’extrême connu; la somme 
diminuée de dix , exprimera le logarithme du quatrième terme a de la 
proportion; cherchant h quel nombre ce logarithme appartient, on verra 
que la valeur de a, il moins d’un millième près, est 86,542. 

La seconde proportion donne c — 1 4 5 > 8 - 

64 - Quand deux lignes se coupent sous un angle très-aigu, il est fort difficile 
de déterminer exactement leur point d’intersection ; la plus petite erreur sur les 
angles observés , donne une erreur très -forte sur la longueur des côtés. Cela est 
évident. Nous allons en donner un exemple. 

6j. II.' Exemple (f g. 20), Soient 

A — 89”, C — 88°, 4 = 84 ; 

retranchant (A -4- C) de 1 80°, il reste 3 0 pour l'angle B. Si l’on calcule 
le côté BC = a, dans la proportion 

sin. B : sin. A : : b : a , ou sin. 3° : sin. 89* : : 84 : BC, 

on trouvera que BCx aut 1605 , à moins d’une unité près. 

Lorsqu’on mesure les angles avec un graphometre dont le nonius ne donne 
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pas de divisions plus petites qu’une minute, en opérant avec tout le soin 
possible, on peut commettre une erreur d’une minute sur chaque angle. 
Voyons l'effet que cette erreur produit sur la longueur des côtés. 

Si i’on commet une erreur d’une minute en plus dans la mesure des angles 
à la base A et C, on trouvera B' AC — 89° 1 ' , B' CA — 88“ 1 ' , et par 
suite , A B’C = 2“ 5 8’. La base b restant égale à 84 , on calculera B C par 
la proportion 

sin. B' : sia. B'AC::l:B' C ; 
ou sin. 2 0 5 S’ : sin. 89” 1' :: 84 : B' C. 

Elle donne B' C = 1622, U moins d’une unité près; mais on avait trouvé, 
en employant les valeurs exactes des angles, BC— 1 605 ; conséquemment, 
lorsque l’angle B du sommet est de 3° , et la base b de 84 , une erreur d’une 
minute sur la mesure de chaque angle h la base donne 17 unités d’erreur 
sur la longueur du côté BC — a; cette erreur est la cinquième partie de la 
base 84 ; le point B du terrain parait en B' , et au lieu du vrai triangle, qui 
est A BC, on trouve B‘ CA, Cet exemple fait voir combien il est dangereux 
d'employer des angles très-aigus. 

66. Le cas le plus favorable , lorsqu’on connaît ta base et les deux angles à la 
base , est celui où la somme des angles à ta base approche de 90°; l'angle du 
sommet approche alors de 90°, et une erreur d'une minute sur la mesure de chacun 
des angles à ta base, influe peu sur les longueurs des cités. 

(fj. Pour en donner un exemple . soient (fi g. 21 ) 

A = 47° , C — 44 ° , b = 500. 

En calculant les côtés a , c , à moins d’un centième d’unité près , on 
trouvera 

BC = 365,74. . . . ; B A = 34 7, 38. 

Mesurant les angles A, C, avec le grapkomitre , on commet sur chacun une 
erreur d’une minute en plus; il en résultera BAC — 1', BC A = 44 ° «’î 

on en déduira B — 8 8" 5 8'; calculant les côtés a , c, avec ces nouveaux 
angles, on trouvera 

B'C= 365,84; B A = 347 , 49- 

Les erreurs commises sur a et c ne sont donc que de o, 1 et de o, 1 1 ; 
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l’erreur 0,1 n’est que la cinq - millième partie de la base 500 ; tandis 
que dans l’exemple précédent, où l’angle du sommet était très - aigu , 
l’erreur était du cinquième de la base. Les géomètres doivent avoir égard 
aux observations précédentes , dans le choix des triangles. En général , on. 
ni doit jamais employer des angles tris- aigus ou tris-obtus. 

68 . III.' Problème. On connaît deux côtés , et l'angle opposé à l'un 
de ces côtés (n.° 50 ). 

/." Exemple (Jig. 22 ). Soient 

c = 1 599 , a = 20 , A — 70*. 

Pour calculer l’angle C , on dira 

a : c :: sin. A : sin. C , ou 20 : 1 599 : : sin. 70" : sin. C. 

En effectuant le calcul , on trouve 11,87581 pour le logarithme de sin. C : 
mais le logarithme d'un sinus ne peut jamais excéder te logarithme du rayon , 
qui est ici dix; le triangle est donc impdssible. O11 s’en convaincra en cal- 
culant la longueur de la perpendiculaire BP. Le triangle rectangle AB P , 
dans lequel on connaît l’hypoténuse c = 1 j 99 et l’angle aigu A = 70”, 
donne 

r ; sin. A :: c : BP , ou r : sin. 70" :: 1 599 : BP. 

On en déduit BP — 1 503 ; mais a == 20; le côté a est donc moindre 
cpie la perpendiculaire BP; le triangle ne peut donc pas exister . 

JJ.' Exempte (fig. 2j). Soient 

a — J , c — 5 , A = 36"52 , ,2. 

La valeur de l’angle C se déduit de la proportion 

a : c :: sin. A : sin. C, ou 3 : 5 :: sin. 36" 52^2 : sin. C. 

Elle donne 1 o pour le logarithme de sin. C; ce qui indique que l’angle C 
est droit ; car le sinus de 90° étant égal au rayon, te logarithme du sinus 
de 9 o° est égal au logarithme du rayon , qui est dix. L’angle B vaut donc 
• ( 90“ — A) , ou 5 3 0 7’, 8. La proportion qui détermine b devient alors, à 

cause de sin. C — sin. 90° = r, 

sin. C : sin. B : : c : b , ou r : sin. 5 3 0 7', 8 : : 5 : b. 

On en tire b — 4. Pour vérifier l’exactitude de ces calculs , on formera 
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les carrés des côtés c , a , b ; on verra que le carré de l’hypoténuse 5 est 
égal à la somme des carrés des deux autres côtés» 3 et 4 ; ce qui 11e peut 
avoir lieu que dans un triangle rectangle. ( Voye^ mes Notes sur la Géo- 
métrie de Berput. ) 

III.' Exempte { fg. 24). Soient 

a — 150 , r= îio, A — 18". 

Comme c > a , on a C > A , ou C > 1 8“ ; on peut donc prendre C 
moindre ou plus grand que 90“; ce qui donne deux solutions. Pour les 
découvrir, on dira 

a : c : : sin. A : sin. C, ou 1 jo : 2 1 o : : sin. 1 8° : sin. C. 

En négligeant les secondes, on trouve que C est de 25° 38' : mais le même 
sinus appartient aussi au supplément de 25° 38', qui est t j 4 ° 22'; l’angle C 
est donc susceptible de ces deux valeurs : chacune détermine un triangle 
dont nous allons calculer les parties inconnues. 

/," Solution, a = 150, c — 210, A = 18“, C — 25 0 38'; d’où 
ABC = 136” 22'. 

Ces parties appartiennent au triangle ABC, dans lequel l’angle 
BCA = 25 0 38'. 

Pour déterminer le côté AC — b , on dira 

sin. A ; sin. B :: a : b , ou sin. 1 8° : sin. t 36° 22' : : 1 jo : b. 

Les angles plus grands que 90° ne se trouvant pas dans les tables , 
on cherchera le sinus du supplément de 136" 22' , qui est 43° 38' ; on 
trouvera b — AC =. 334,9. 

II! Solution, a — ijo, c = 210, A = 18", C — 154* 22'; 
d'où B = 7" 38 '. 

Ces parties appartiennent au triangle ABC', dans lequel l’angle 
BC A = 154“ 22'. 

Pour calculer le côté AC — b , on dira 

sin. A : sin. B : : a : b , ou sin. 1 8° : sin. 7° 38' : : 1 50 : AC. 

Cette proportion donne. . .b = AC = 64 , 48 . 

Si l’on reprend les calculs précédens , en cherchant , par des proportions , 
les secondes pour les angles, et une décimale de plus pour les côtés , dans 
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le cas où le logarithme du terme inconnu ne se trouve pas exactement dans 
la table, on obtiendra 



(Fg. 24.)... 



Dans le triangle B CA 



Dans le triangle BC' A 



IV.' Exemple (fg. 2 p). Soient 



I B C — 150, 

A B = ato, 

A = 18% 

B C A — 25" 38' 2 , 

A B C — \ 36” 21' 58", 
AC — 334,95. 

I BC= 150 , 

A B ~ 2. 10 , 

A = .8% 

BC 1 A = 1 54° 21' 58", 
ABC’ = 7° 38'a", 

AC' — 64,483. 



a = 100, c = 100, A = 50*. 

Les côtés <j, t , étant égaux, les angles opposés A, C, sont aussi égaux; 
l’angle C est donc de 50° ; il reste 80“ pour l’angle B, et la proportion 

sin. C : sin. B : : c : b , ou sin. 50“ : sin. 80“ : : 100 : b, 
donne b — 128,56 — AC. 



V.' Exemple (fg. 26). Soient 

a = 75 , c — 72, A = 53*. 

La condition c < a donne C < A ; mais A — 5 3° ; on ne peut donc ad- 
mettre que la valeur de C, moindre que 90° ; et par conséquent, les données 
actuelles ne peuvent appartenir qu’à un seul triangle ; calculons ses parties. 

Pour obtenir l’angle aigu C , on dira 

a : e : : sin. A : sin. C, ou 75 : 72 : : sin. 53° : sin. C. 

Il en résulte C — 50“ 3' ; retranchant (A -+- C) de 1 80“ , le reste 76" 57' 
exprime l’angle B. 

Les proportions 

sin. A : sin. B : : a : b , ou sin. 53* : sin. 76" 37' : : 75 : b, 

sin. C : sin. B : : c : b , ou sin. 50“ 3' : sin. 76" 57' : : 72 : b, 
donnent toutes deux b — 91,48. 

Si 



* 
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Si Ton reprend les calculs précédons , en calculant les secondes , on 
trouvera 

C= jo* 3 '» 7 \ 5 = 76“ ,«>'} 3". 

Substituant ces valeurs de B et C dans les proportions qui déterminent b , 
elles s'accordent à donner 1,9(11 33 pour le logarithme de b ; ce logarithme 
se trouve juste dans la table et répond k 9 1 , 48 ; de sorte qu’il n’y a pas lieu 
h chercher une décimale de plus. 

VI. ' Exemple (fi g. 17). Soient 

A — 1 50* , a = aoo , e — 100. 

La condition c < a donne C< A — 1 5 0“ : ce qui n'entraîne aucune absur- 
dité ; car l'angle A étant obtus , l’angle C est nécessairement aigu. Opérant 
comme dans les exemples précédera , on trouvera 

C= > 4 * 18' 39" = i4” 18', 65 ; 

/?= . 3 a." = •}- 3 *'» 35 î 
b — 107,05. 

VII. ' Exemple. Soient 

A = 1 50°,. . .a = 80 . . c — 100. / 

Le côté c étant plus grand que le côté a, l’angle C devrait être plus grand 
que l’angle obtus A ; ce qui est impossible. Les données actuelles ne 
peuvent donc appartenir !t aucun triangle : il est donc inutile de chercher les 
valeurs des parties inconnues. 

Sans ces réflexions , le calcul induirait en erreur ; car on dirait 
a : c :: sin. A : sin. C, ou 80 : 100 :: sin. 1 50* : sin. C. 

Le sinus de 150” étant le même que celui du supplément 30°, la proportion 
devient 

80 : 100 :: sin. 30* : sin. C. 

On en déduit 9,79588 pour le logarithme de sin. C; cherchant k quel 
angle ce logarithme appartient, on trouve C = 38" 4 1 *» el cependant 
l’angle C ne peut pas exister. 

Pour découvrir k quoi tient cette difficulté , il suffit d’observer que la 
valeur de C a été tirée de la proportion 

80 : 100 :: sin. 30* : sin. C, 

dans laquelle on a mis, au lieu de A , son supplément 30'. On a donc 

E 
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réellement opéré comme si l’angle A était aigu ; ce qui a fait disparaître 
l'impossibilité du problème. 

En général , avant de chercher à résoudre un triangle , il faut examiner s'il 
peut exister. Lorsqu’il ne peut pas exister , en ne doit point chercher à calculer 
tes parties inconnues. ■ 

6p. IV.* Problème {fig. 28 , n." 5 1 ). On connaît deux cités et l'angle 
compris. Soient 

a = 310 , é = 1 50, C — 54*. 

On en déduit 



(a -+- b) ±t 46 o; (a — b) — 1Ô0 , -J C = 27"; 
A B = 90" — 7 C = 90° — 27" = 63°. 



On connaît la demi-somme 6 3° des angles A , B; et leur demi -diffé- 
rence se déduit de la proportion 

(a ■+■ b) : C a — b) : : cotang. i C : tang. ( - A t B ■ J , 

ou ' 4^0 : 160 :: cotang. 27* : tang. ~ D J, 



Le logarithme du quatrième terme est 9,83419; ce logarithme répond 
il 34° 19' ; la demi-différence des angles A , B est donc 34* 19'; mais 
leur demi-somme est 63°; ajoutant la demi-somme îi la demi-différence, on 
trouve que A vaut 97° 1 9'; retranchant la demi-différence de la demi-somme, 
il reste 28° 4 *' pour B. 

Si l'on calcule c dans les deux proportions 



sin. B : sin. C :: b : c, ou sin. 28” 4 1 ' : sin. 54° : : 150 : c; 
sin. A : sin. C : : a : c, ou sin. 97“ 19' ; sin. 54° : : 310 1 e; 

on trouvera, dans la première, c — 25 2,8, et dans la seconde , c — 252,9. 
La valeur de c, <1 moins d’un dixième près, est donc 25 2,8 ou 252,9. 

Si l’on veut plus d’exactitude , on calculera les secondes, et on trouvera 

r /i ”” S \ 

— - — J — 34 ° >9' 9"; on en déduira A = 97° 19' 9", et 

B = 28” 4 °’ 5 > substituant ces valeurs de A et B dans les proportions 

qui déterminent c , on trouvera dans les deux, c — 252,85. 
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JO. V.* Problème. Ob cannait les trois côtés (n.* 52 j. Soient (fy. ip}, 
a — 130, b s=. 290, c — 240. 

Le triangle est possible , or le plus grand côté 290 est moindre que 
la somme 370 des deux autres. Si l’on détermine l’angle -A, d'après le 
troisième principe ( n.° 48), on trouvera, en négligeant les secondes, 1 
que A = 26" t8'. Voici le calcul : 

a + b -+■ c 660 

P= — I = — = 350, 

p — b — 330 — 290 — 4o , 
p — c = 3 30 — 240 = 90; 

log- (P — b) — log. ( 4 ° ) = 1 ,60206 , 

I°g- (P -+') =l°g- ( 9 °) = '. 95424 , 

cofltp.’ arithm. de log. b s = 7,53760, 
comp.' arithm. de log. c — 7,61979. 

Somme = 1 8,7 r 369. 

Demi-somme, ou log. sin. \A — 9,35684. 

Ce dernier logarithme appartient au sinus de 1 3” 9' ; le double de cet 
angle donnera 2 6 ° 1 8' pour l’angle A. Si l’on calcule les deux autres angles 
d’après la même règle , on trouvera B =z 98°5o', et <7 = 54* 5 a'. La' 
somme des trois angles A, B , C, ainsi déterminée, est exactement 1 80". 

On obtient rarement un résultat aussi exact. Lorsqu'on trouve une erreur, 
on doit la répartir également sur les trois angles. 

J I . L’application du troisième principe ( n." 48 ) conduisant à de longs 
calculs, on peut les abréger de la manière suivante. Après avoir calculé 
l'angie A comme ci-dessus, on retranchera -j A de 90°, le reste 76° 5 1* 
exprimera la demi-somme des angles inconnus B, C ; et leur demi-diffé- 
rence se déduira de la proportion 

(b ■+■ c) : (b — c) :: cot. -j A : tang. -j ( B — C) , 
ou 53 : S , cot. (13*9') : tang. i (B — C). 

Elle donne 21° 59', pour la demi -différence des angles B et C. On en 
déduit 

B = 98" 50', C — 5 4 “ 5 2'. 

Si l’on veut plus d’exactitude , on calculera d’abord -j A avec des secondes , 

* £2 
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ce qui donnera A — ad* 17' 2 8". Employant cette valeur de A dans les 
deux proportions 

a : b : : sin. A : sin. B , a : r :: sin. A : sin. C, 
et déterminant les secondes de B et C, on trouvera 

B = 98" 51', C = 54° 5 >' 26’. 

La somme des angles A , B , C, ainsi déterminée , est 179° 59' ; 4 “- 
L’erreur en moins n’est que de 6 " sur les trois angles , ou de a" sur chaque 
angle; ajoutant donc a" aux valeurs de A , B , C, on aura 

A = a 6° 17' 30 B = 98° 5 1' a”, C = 54 ’ 5 «'**"• 

Ces valeurs sont très - approchées ; car , en effectuant les calculs avec (es 
Tables de Callet, on trouve 

A — 26° 17' 30", B = 98° j 1', C = jo‘ 51' 30". 

72. Jï /’ua //« ro/ér était plus grand que ta somme des deux autres , le 
calcul indiquerait l'impossibilité du triangle, en conduisant à des absurdités. Le 
logarithme du sinus de la moitié de l'angle opposé au plus grand côté serait plus 
grand que dix , logarithme du rayon ; et ta recherche des deux autres angles 
conduirait à prendre le logarithme d'un nombre négatif, ce qui est impossible , 
puisque le logarithme d'un nombre négatif n’existe pas. 

Par exemple (fig. 30) , soient 

b — 1 00 , a = 20 , c = 10. 

L’application du troisième principe (n.“ 48 )' donne 10,54627 pour le 
logarithme du sinus de -j ü. Le sinus de { B serait donc plus grand que le 
rayon; ce qui est absurde. Et en effet, le triangle ne peut pas exister; car le 
côté 100 est plus grand que la somme 30 des deux autres côtés. 

Si l’on supposait b = 100 , a = 60 , c *= 4 ° » comme le côté b 
serait alors égal à la somme des deux autres côtés a , c, ces deux derniers 
côtés se confondraient avec b ; on aurait donc 



B — 180°, A = o , C — o. 



( 37 ) 



II serait donc inutile d’appliquer le calcul à la recherche des angles A, B , C. 



73. Les exemples précédens suffisent pour mettre en état de résoudre 
tous les problèmes relatifs aux triangles rectilignes. 



74 ' Lorsqu'on connaît les trois côtés d'un triangle , on a quelquefois 
besoin de déterminer sa surface. On peut éviter la recherche de sa hauteur, 
au moyen de celte règle générale : 

Pour évaluer ta surface d'un triangle , connaissant ses trois cités , il suffit , 
après avoir calculé ta demi - somme des trois côtés , d’en retrancher successive- 
ment chaque côté ; à la somme des logarithmes des trois restes , on ajoute lt 
logarithme de ta demi -somme des trois côtés : la moitié du total exprime U 
logarithme de la surface du triangle proposé. Cherchant à quel nombre ce loga- 
rithme appartient , U résultat est la surface demandée. 

Ainsi , par exemple , les trois côtés d'un triangle étant 100, 1 50 , aoo , 
leur demi-somme sera ai 5 ; si l'on en retranche successivement chacun des 
trois côtés, on aura Ic-s trois restes 125 , 75 , 25. À la somme des loga- 
rithmes de ces trois restes , ajoutant le logarithme de la d|pii-somme 225 , 
il viendra 7,72209; la moitié 3,86104 de ce logarithme exprime le 
logarithme de la surface du triangle. Cherchant à quel nombre ce loga- 
rithme appartient, on trouvera 7262, à moins d'une unité près, pour 
la surface du triangle proposé. Si les côtés exprimaient des mètres , la 
surface serait de 7262 mètres carrés , qui valent 72 ares 6 2 centiares 
( Arithmétique ). 

* 

Si l'un des côtés était plus grand que la somme des deux autres , le triangle 
n’existerait pas ; il serait donc inutile de chercher sa su face. La règle con- 
duirait alors à une absurdité; car on devrait prendre le logarithme d'un nombre 
négatif. Si l'un des côtés était égal à la somme des deux autres , ta surface du 
triangle serait qéro. On trouvera la démonstration de cette règle, chap. IV. 



s. IV. 

Calcul des Lignes trigoname'triejues. 

7 J. Le calcul des lignes trigonométriques repose sur quelques principes 
que nous allons d'abord établir. Le rayon des tables sera toujours désigné 
pu r, 



cos. a cos. b — sin. a sin. b 



i sin. b 
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76 . I." Principe. Si a et h représentent Jeux tira ou deux angles quel- 
conques , on aura, en supposant a > l> , 

. , , , sin. a cos. b cos. a sin. b 

sin. (a -+- b ) = / 

. , . sin. a cos. b — cos. a sin. b 

SU1. (a b J = » 

cos. (a -+- b) = 

cos. ( a — b) = 

La démonstration de ces quatre formules n’offre aucune difficulté. En effet, 
si du point C comme centre (fg. }s) , avec un rayon CA = r, on décrit 
un arc indéfini A T; si l’on pynd ensuite. . . 

AB = a, BD = BE = b, 

le rayon CB, qui divise l’arc EB D en deux parties égales, sera perpen- 
diculaire sur le milieu I de la corde ED. Des points E, B, D, I , abaissons 
sur AC les perpendiculaires EN , BP, DH, IQ, et des points El 
menons EK, IM parallèles à AC. D’après cette construction, on aura 

AD = (AB s- BD) = (a -+■ b), 

AE = AB — BE = (a — b), 

DH = sim AD = sin. (a -+- b) , 

CH = cos. AD = cos. (a -+- b) , 

EN = sin. AE — sin. (a — b) , 

C N — cos. AE — cos. (a — b) , 

B P = sin. A B — sin. a, 

CP — cos. AB — cos. a, 

Dl — sin. BD = sin. b , 

CI— cos. BD — cos. b. 

Cela posé, les lignes IM , IG, respectivement parallèles aux côtés 
KE , KD du triangle DEK , divisent ces côtés proportionnellement; 
mais le point I est le milieu de ED; les points M et G sont donc aussi 
les milieux des côtés KD, KE. Conséquemment. . . 
sin. (as- b) —DH— HM s MD— IQ-+- DM, 
sin .(a— b )—EN =z G Q=zIQ — IG-IQ— MK — IQ — DM, 
cos. (a s- b)= CH = CQ — QH = CQ—IM, 

cos. (a — b)—CN— CQ_ -4- Q'N—CQs-GE—CQ'S-GK—CQs-IM. 
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Les valeurs du sinus et du cosinus de ia somme et de la différence des 
angles a et b ne dépendent donc que des quatre lignes I Q, DM , 
CQ, IM. Calculons ces lignes. 

Les triangles semblables C1Q-, CBP donnent. . . 

CB : BP :: CI , IQ, ou r : sin. a : : cos. b : IQ = — ' “V * , 

CB : CP : : CI : CQ, ou r : cos. a : : cos. b : CQ — co> ' a t , 

Les triangles DIM, BCP , ayant leurs côtés respectivement perpendi- 
culaires , sont semblables. On en déduit 

CB : BP : : DI : IM, ou r : sin. a :: sin. b : IM = — , 

CB :CP ::DI : DM, ou r : cos. a : î sin. b : DM= P* *™ .*- . 

r 

La substitution de ces valeurs de I Q, CQ, IM, DM dans sin. (a b) , 
sin. (a — b) , tos. (a -r- b) , cos. (a — b) , donne 

. , . . sin. a coi. é cos. a jin. h 

sin. (a -t- b } = . 



sin. (a — b) — 
cos. (a -t- b ) = 
cos. (a — b ) = 



sin. a cos. b — cos. a sin. b 



cos. a cos. b — sin. a sin. b 



cos. a cos. b -4- sin. a sin. b 



Ces formules donnent le moyen de calculer le sinus ou le cosinus de la 
somme ou de la différence de deux angles dont on connaît les sinus et 
les cosinus. Si l’on suppose a = b dans les valeurs de sin. (a ■+■ b) et 
cos. (a -t- b) , on trouvera . . . 

sin. (z a) = = , 



r cos. id = cos. 1 a — sin. 1 a — cos. 1 a — (P — cos. 1 a) =s z cos. 1 a—r*. 
On en déduit • 

/ / r 1 H- r cos. i a . 
cos. a zz y' ( K 

77. IL' Principe. Toutes les /ignts trigonométriqurs ne dépendent qut les 
sinus du demi -premier quadrant. 



\ 



* * 
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En effet , si l’on désigne par a un arc ou un angle quelconque , on 
aura ( n.° 3 1 ) . . . 

cos. a = ■/ (f — sin.* a) , 

r sin. a r sin. a 

tang. a 



cot. a = 



cosec. a = 



cos, a 
r cos. a 



y/(r‘ — ûa.‘ aj * 
r/y/r* — sin.» a ) 
sin. a 



\Z(r‘ — ùn.‘aj ' 



Ces formules démontrent que les lignes trigonométriques ne dépendent que 
des sinus, et du rayon que l’on suppose toujours connu. La question est 
donc réduite à prouver que le sinus d’un arc quelconque ne dépend que 
du sinus d’un arc du demi-premier quadrans. E11 voici la démonstration. 

Si l’on désigne par b un arc quelconque du demi-premier quadrans , c'est- 
à-dire , de la moitié du quart de cercle A B A' , compté à partir d’un point A 
de la circonférence choisi à volonté pourroriginedesarcs/^o-, p ), on aura... 

b< 4 i’- 

Alors (yo° — b) exprimera un arc du premier quadrans , plus grand 
que 45°; un arc quelconque du second quadrans sera exprimé par 
(90 ou par ( tSo' 1 — b) ; un arc du troisième quadrans aura 
pour valeur ( 1 80" -s- b ) ou ( 2.70“— b); et ( 270“ -t- b) ou — b J 

exprimera un arc quelconque du quatrième quadrans. Enfin , si a exprime 
un arc quelconque , moindre que 360°, tout arc plus grand que la circon- 
férence sera représenté par ( n . 360° -4- « ). Les formules du n.° 7 6 
donneront . . . 

( tin. b, 

j r iin . ( 90» — bJsBssin. çd» cos. è — cos/ 90 n sin.<i=ir coi. (*— ry/ ( r' — iin.* b ). 
f r *in . ( 90» -t-éy = sin. 90®cos.é-t-cos. 90® sin. é=rcos. é=ry//>* — si n.'bj, 
j r smYiSo® — é, 1 — sin. 180“ cos. b— cot. i8o“sin.#= r sin. b. 

( r iin.('i8o°-t-^/ , ==sin. i8o°coi.é-t-coi. i8o»sin.i = — r 'in. J, 

j r sinYx70®— é^ssssin. S 70 ®cos.é— cos. s^e®sin.é=ï— rcos.é=^ — ry/ ( r ' — sin.’ h), 
r iin.f'»7o°-'-*V— iin. 170® cos. b -h cos. *70» sin, é=s= — rcui. — r y/ ( r * — sin.* b J , 

r sin,/*} 6 »® — bjx sin, j6o®cos.é — cos. j6o»sin.é*=-— rsîn.é. 
r iin Y*. j6o“-4-«^=»slnY*. («i/y cos. ss-y-cos.é*. j 6 o",isin.«=rsin.*. 

Cette dernière formule démontre que les sinus des arcs plus grands que 
la circonférence ne dépendent que des sinus des arcs moindres que la 

circonférence , 
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circonférence ; et comme , d’après ies autres formules , les sinus des arcs 
moindres que la circonférence ne dépendent que des sinus du demi-premier 
quadrans , il en résulte enfin que le sinus d'un arc quelconque ne dépend 
que du sinus d’un arc du demi-premier quadrans. Or on a démontré que les 
lignes trigonométriques ne dépendent que des sinus ; toutes les lignes trigo- 
nométriques ne dépendent donc que des sinus du demi-premier quadrans. 
II suffira donc de calculer les sinus des arcs du demi-premier quadrans, 
depuis o jusqu'à 4s"- Le calcul de ces sinus repose sur les principes 
suirans. 

78. III.* Pr inCipe. Un arc moindre que 90“ est toujours plus grand que son 
sinus, et plus petit que sa tangente; de sorte que ta longueur d’un arc du premier 
quadrans est toujours comprise entre la longueur du sinus et celle de la tan- 
gente. En effet , soit ( fi g. 11) Cle centre d’un arc ApB moindre que 90” ; 
menons aux extrémités A et B de cet arc les lignes AT, BK , respecti- 
vement perpendiculaires aux rayons CA, CB; les droites A T, BK, ne 
pourront jamais couper l'arc AB. Tirons la corde AB, et abaissons BP 
perpendiculaire sur AC ; prolongeons A A et CB jusqu’à leur rencontre 
en T; alors BP et A ’1 'exprimeront le sinqf et la tangente de l’arc ApB, 
que nous désignerons par p. Il s’agit de démontrer les inégalités suivantes 
A P B> BP, 

ApB < A T. 

1 .* La ligne droite étant la plus courte distance entre deux points , 
l’arc ApB est plus grand que sa corde AB; mais la ligne BP , perpen- 
diculaire sur CA, est plus courte que l’oblique B A. I.'arc ApB est donc 
plus grand que son sinus B P. 

2.° L’arc convexe ApB est plus petit que la ligne brisée AK B qui 
l’enveloppe ( voye^ mes Notes sur la Géométrie de Bézout} : or la per- 
pendiculaire A S sur CT est plus courte que l’oblique K T; on a 
donc . . . 

K B < K T. 

Ajoutant AK à chaque membre de cette inégalité , il viendra 

(AK -t- KB) < (AK -t- KT), ou (AK -t- KB ) <AT. 

Mais . . . ApB < AK -+- KB. 

Donc, à plus forte raison, l'are ApB est plus petit que sa tangente AT. 

F 
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79. IV.* Principe. La tangente diminue plus rapidement que le sinus. 
En effet, on voit dans la figure que lorsqu’un angle aigu diminue, son sinus 
et sa tangente diminuent et son cosinus augmente. Mais l’équation. . . 



tang. a — 



r s in. a 
cos .a 



donne 



r sin. a = cos. a tang. a. 

Conséquemment, lorsque sin. a diminue, le produit cos. a tang. a doit 
diminuer ; mais cos. a augmente : il faut donc que tang. a diminue plus 
rapidement que sin. a. 

En voici une démonstration plus rigoureuse. Lorsque l’angle aigu a 
diminue d’une quantité b , moindre que a , sin. a diminue d’une quantité s 
moindre que sin. a ; tang. a diminue d’une quantité t moindre que tang. a , 
cos. a augmente de c. On a donc 

sin. (a — b) = ( sin. a) — s , 
tang. (a — b) = ( tang. a) — t, 
cos. (a — b) — ('cos. a) -r- c. 

Mais Téquation 

r sin. ft = cos. a tang. a 

dit que le produit du rayon par le sinus est toujours égal au produit du cosinus 
par la tangente. On a donc . . . 

rsin. (a — b) — cos. (a — b) tang. (a — b). 

Substituant les valeurs de sin. (a — b) , cos. (a — b) , tang. (a — b) , 
il viendra 



r [/'sin. a) — j] = [('cos. a) -+■ r] x [/tang. a ) — /]. 
Effectuant les multiplications indiquées , et remarquant que r sin. a = 
cos. a. tang. a, on parviendra à l'équation. . . 

( t cos. a ) — rs = c [( tang. a) — /]. 

Mais [/'tang. a ) — r] est une quantité positive; l’expression [/"/cos. a) — rr] 
est donc essentiellement positive ; on a donc . . . 



r s < t. cos. a. 

Mais . . . cos. a <r. 

Multipliant ces. dedx inégalités , il vient . . . 

r x r cos. a < txr cos. a ; doit s < t. 



•P 
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Ors exprime la diminution du sinus, et / la diminution de fa langente. La 
tangtntt diminue donc plus rapidement que le sinus. 

80. Les principes que nous venons d’établir, fournissent deux procédés 
pour calculer les lignes trigonométriques : le premier suppose la connais- 
sance du rapport de la circonférence au diamètre ( voye { ma Géométrie ) ; 
le second procéd*é repose sur cette propriété , que te côté de l’hexagone 
inscrit, ou la corde de do°, est égal au rayon du cercle circonscrit. 

Les longueurs des lignes trigonométriques étant proportionnelles aux 
longueurs des rayons , nous calculerons ces lignes en supposant le rayon' 
égal à l’unité. La multiplication de ces lignes par le rayon r des tables 
donnera les lignes trigonométriques correspondantes au rayon r ■■ de sorte 
qu ayant calculé les logarithmes des lignes trigonométriques pour U rayon r , 
il suffira d’ajouter log. r ou so à ces logarithmes , pour former les logarithmes 
des lignes trigonométriques correspondantes au rayon r = 100000 ooooo. 

81. L" Procédé. Nous remarquerons d’abord que la connaissance du 
rapport de la circonférence au diamètre donne le moyen de calculer la 
longueur d’un arc quelconque , lorsqu’on connaît le nombre des degrés , 
minutes et secondes qui le composent. Mais quand un arc est très-petit, 
il se confond sensiblement avec son sinus ; de sorte que si l’on prend la 
longueur de cet arc pour celle de son sinus , l’erreur commise sera très- 
petite. Connaissant les longueurs approchées des sinus des arcs très-petits, 
on s’élèvera aux sinus des arcs plus grands , au moyen des formules du n.° j 6 . 
II sera facile de mesurer les erreurs : car le sinus de 30“ , moitié de la 
corde de do”, devra être égal à la moitié du rayon ; et la tangente de 45* 
devra être égale au rayon , que nous supposons égal à l'unité. Exécutons 
ces calculs. 

Le rapport approché du diamètre à la circonférence est , suivant Archi- 
mède , de 7 à 22 , et , suivant Métius, de i 1 3 ï 3 3 j. Le second rapport est 
le plus exact ; mais le calcul des lignes trigonométriques exige une plus 
grande approximation. On démontre en géométrie , que, dans un cercle 
dont le rayon est l’unité , la longueur de la demi-circonférence ou de 
l’arc de 1 80° est . . . 
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On en déduit 



1*=: 60' = 0,01745 32925 < 994 } 2956 &c. , 

1' as 60" = 0,00029 08882 08665 721593 * c, > 

1" = 0,00000 4848 1 36811 09535988 &c. 

Pour obtenir les longueurs approchées des lignes trigonométriques 
correspondantes au rayon , à moins d’une unité décimale du dixième ordre 
près , il suffit de partir de l’arc d’une seconde , en supposant cet arc égal à 



son sinus. Voici le calcul. 

Soit sin. 1" = o, 00000 4848 i 36811 C9535 988 &c. , 

cette valeur de sin. 1” est un peu trop forte; mais l’erreur est moindre 
qu’une unité décimale du quinzième ordre. En effet , si partant de cette 
valeur de sin. i", qui est un peu trop forte, on en déduit la valeur de 
tang. 1", par la formule 



t3ng . , » = . . . ( n.° 77 ) * , 

on trouvera la valeur trop forte . . . 

On a donc 



tang. 1" = 0,00000 


4848 1 


368 1 


1 1 5 & c. 


sin. t" <0, 00000 


OO 

OO 


368 1 1 


09 &c . , 


arc 1" = 0,00000 


4848 1 


3681 


1 09 &c. , 


tang. 1" < 0,00000 


4848 1 


3681 


1 1 5 &c. 



Les quinze premières décimales de ces trois expressions étant les 
mêmes , si l’on prend 

o, 00000 4848 1 368 1 1 

pour la longueur de sin. 1" , l’erreur sera moindre qu’une unité du quin- 
zième ordre décimal. En effet, 



* Voici le calcul : 

tin. i* =0,00000 48481 36811 09535 988 

^sin. 1" J* = 0,00000 00000 23504 43053 «>0978 85210 0501788667 
cgt.* i w =i — sm.* i* = 0,99999 99999 76495 56946 09021 14789 9498* * 1 333. 
Extrayant la racine carrée de cette valeur de cos. a i* , par la méthode abrégée indiquée dam 
mon Arithmétique, on trouvera 

cos. 1" = 0,99999 99999 88247 78. 

Divisant la valeur de sin. t" par celle de cos. i", le quotient exprimera la tangente de t". Ce 
calcul effectue donne, . . 

tang. 1" ss 0,00000 48481 36811 15 &c. 
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i .* Cette valeur n’est pas trop faible d’une unité du quinzième ordre 
décimal ; car en l’augmentant d'une unité de cet ordre , on aurait 
sin. i“ — 0,00000 484S i 36812. 

Cette valeur de sin. 1" serait donc plus grande que l’arc de 1" ; ce qui 
est impossible (n.° 78 ). 

2.° Cette valeur n'est pas trop forte d’une unité du quinzième ordre 
décimal : car, si l’on devait la diminuer d’une moitié de cet ordre, la tan- 
gente de 1", qui diminue plus rapidement que sin. 1" { n.° 79), de- 
viendrait plus petite que l'arc de 1"; ce qui est absurde (n.° 78 ). 

L’erreur commise en prenant 

0,00000 4848 > 36812 

pour la longueur du sinus de 1", est donc moindre qu'une unité du quin- 
zième ordre décimal ou que ' . 

I OOOOO OOOOO OOOOO 

Les quinze premières décimales de l’arc d'une seconde expriment le 
sinus de 1 " , à moins d'une unité du quinzième ordre décimal. On est certain 
que les quinze premières décimales de tous les arcs depuà o jusqu’à 1" 
exprimeront les sinus de ces arcs , à moins d’une unité du quinzième ordre 
décimal près ; de sorte que l’erreur en plus ou en moins sera moindre 
qu'une unité décimale du quinzième ordre. 

Les sinus des arcs plus grands qu’une seconde , se calculeront au moyen 
des formules 

(n.° 31 );. . . cos.a = yf ( 1 — sin.*a,J. 

i sin. 2 a = 2 sin. a cos. a , 
sin. (a ± b ) — sin. a cos. b ± cos. a sin. b, 
cos/a rfc b) = cos. a cos. b q; sin. a sin. b. 

II suffira de regarder l’arc dont on cherche le sinus , comine la somme ou la 
différence de deux arcs dont les sinus et les cosinus sont connus. 

En partant de sin. 1" , on trouvera , au moyen des deux premières for- 
mules , 

cos. 1 " = y / [f 1 — sin..* i'V] = 0,99999 99999 88247 &c., 
sin. 2" = 2 sin. 1" cos. 1" =z 0,00000 96962 73624 &c. , 
cos. 2" = cos.* 1" — sin.* 1" = o , 99999 99999 52990 * c - » 
sin. 4 “ = 2 sin- a" cos. 2" = 0,00001 9392J 4724 ' &c., 
cos. 4" = cos.* 2" — sin.* 2" = 0,99999 99998 11862 &c. 




( ) 

On calculera ainsi successivement les sinus et les cosinus des arcs 
i“, 4". 8", i<S", ji", i>.4«, j*. 8”, 4'.i«”, 17'. 4", 34'. 8”. i*.8'.i«". 

Combinant ces arcs, ît l’aide des formules qui donnent le sinus et le cosinus 
de la somme et de la différence de deux arss dont les sinus et les cosinus 
sont connus , on obtiendra les valeurs approchées des sinus et des cosinus 
de tous les arcs depuis 1" jusqu’à 4 î°- Les valeurs approchées du 
sinus de 50“ et de la tangente de 4j“ différeront des valeurs 
exactes o, j et 1 , d’une quantité moindre qu’une unité décimale du 
dixième ordre décimal ; de sorte qu’en aura Us valeurs des lignes trigo- 
nométriques , à moins de la 10000000000 . u "" partie du rayon pris. Voici 
quelques résultats : 



sin. 1“ = 0,01745 &c. , 

sin. 8° = o, 1 3917 &c. , 

sin. 1 6" .4 * ' — 0,28708 &c. , 
sin.4o" =0,64279 &c. , 



cos. 1” =0, 99985&C. , 

cos. 8° = 0,99027 &c., 

cos. i 6 °. 4 i' =0.95791 &c. , 
cos. 4o“ = o, 76604 &c. 



82. IL* Procédé *. La corde de 60” étant égale au rayon que 
nous supposons l’unité, le sinus de 30° qui en est la moitié , vaut { ou o,j. 
On aura donc 

cos. 30” = yV 1 — sin.* 30V = / ( 1 — \) — Y (\) — hY î • • • 
. . . = 0,86603 , &c. 

Connaissant le cosinus de 30”, la formule générale 

( voyri n. 76 ) 

donnera successivement les cosinus des angles. . . 

■ 5 ° 1 5” '5° '5° 'î 1 * 'S* 'j* 

> 5 °» T~’ 4 » 8 ’ i« ’ 3. * 64 » .18 &c ‘ 

On en déduira les sinus des mêmes angles. Lorsqu’on sera ainsi parvenu au 
sinus d’un arc moindre qu’une seconde , 011 pourra supposer que l'arc est 
sensiblement égal à son sinus. Connaissant alors la valeur approchée d’un 
arc très-petit, on en déduira facilement la longueur de la circonférence. On 
trouvera ainsi que le rayon étant l’unité , la longueur de la demi-circon- 
férence est 

3 ,i 4 i 59 26535 89793 &c. 



* Ce procédé étant indique dam tous les ouvrages , nous nous bornerons à en donner 
une idée. 
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Connaissant les sinus et les cosinus des arcs très-petits , on en déduira les 
sinus et les cosinus des arcs plus grands , au moyen des formules des 
n.“ 76 et 77. 

83. Les longueurs des lignes trigonométriques étant déterminées, si l’on 
calcule les logarithmes des nombres qui expriment ces longueurs , on 
obtiendra les logarithmes des lignes trigonométriques. Par exemple, le rayon 
étant l’unité, la longueur du sinus de 4 °° est 0,64279 &c. Consé- 
quemment le logarithme du sinus de 4°° s’obtiendra en cherchant le loga- 
rithme du nombre décimal 0,64279 &c. ; ce logarithme est — 0,19195. 
De sorte que. . . 

le rayon étant 1 log. ^sin. 4 °V = — °> 1 9 * 9 3- 

Ce logarithme négatif correspond au rayon t j mais dans nos tables , où le 
rayon r = 1 00000 00000, le logarithme du rayon est to. Le logarithme 
tabulaire du sinus de 4°" s’obtiendra donc en ajoutant 10 à — o, 19 19 j ; ce 
qui donnera . . . 

le rayon étant r. . .log. (''sin. 4 0 V = 10 — o, 1 9 193 = 9,80807. 

Et en effet , on trouve dans la table que le logarithme du sinus de 4°* 
est 9, 80807. 

Les logarithmes des lignes trigonométriques correspondantes h des arcs 
quelconques se calculent de la même manière. 

S. V. 

Problème. 

84 - Connaissant lis positions relatives de trois points A , B , C ( fi g. p ) 
du terrain , et ces points étant rapportés en a, b, c (fi g. p) sur la carte , 
construire sur cette carte , au moyen d'une seule station faite en D , le point 
de station D. Du point D , on aperçoit les trois points A, B , C. 

Solution graphique. 

Les points A , B , C élu terrain étant rapportés en a , b , c sur la carte, il 
s’agit de construire sur la carte le point d, homologue au point D du terrain. 

Le graphomètre étant placé en D , on mesurera les angles AD B , BD C, 
réduits ît l’horizon. Le point cherché d étant l’homologue du point D , les 
angles a db , bdc, doivent être respectivement égaux aux angles ADB , BDC , 
mesurés sur le terrain. Conséquemment, si l’on construit sur les lignes 

• 
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connues al , le , du cité du point cherché d , des segmens adnl, Idn'e , 
capables des angles donnés adb — ADB , bdc — BDC, l’intersection d 
de ces deux arcs déterminera le point de station d en D. 

Pour construire les segmens adnl, bdn'c, on élevera sur les milieux m, m' 
des côtés ab , bc, les perpendiculaires indéfinies mk, m'k' . Pour les points a,c, 
on mènera les droites ar, cS, formant avec ab et bc des angles srab , scb 
respectivement égaux aux angles observés ADB , BDC, Menant ah et et, 
perpendiculaires sur arêtes, les points d’intersection O , O' de ces lignes 
avec mk et m'k', détermineront les centres des segmens adnb, bdn'c; 
et conséquemment les arcs anb' , bn'c , décrits des points O, O' , comme 
centres, avec le rayon oa, de, seront les segmens demandés. 

Il est facile de prouver que l’intersection d des arcs anb , bn'c , ainsi 
construits , détermine la position du point D sur la carte. En effet , 
l’angle rab = ADB , formé par une tangente ar et une corde ab , a pour 
mesure la moitié de l’arc apb compris entre ses côtés : mais l’angle adb , 
dont le sommet d est <i la circonférence, a pour mesure la moitié du même 
arc ; l’angle adb est donc effectivement égal à l’angle observé ADB. On 
démontrerait de la même manière que l’angle bdc est égal à l’angle 
observé BDC ; le point d est donc l’homologue du point D. 

Il faut maintenant indiquer comment on peut calculer U nombre 
de degrés de l’arc qui est égal en longueur au rayon. Les longueurs des 
arcs étant proportionnelles aux nombres des degrés qui les composent , 
si l’on désigne par n la longueur de l’arc de i 80° dans le cercle dont 
le rayon est l’unité , le nombre de degrés de l’arc égal à l’unité sera 
exprimé par le quatrième terme de la proportion 

n : 1 : : 1 00“ : : x. 

Divisant 180° par la valeur de n, qui est }, i 4 i 59 * 6 $ 3 5 89795 * c - > 
on trouvera 57" 17' 44" pour l’arc x dont la longueur est égale au rayon. 

85. Ce qui précède renferme la démonstration de la plupart des for- 
mules qui sont en usage dans ta résolution des triangles rectilignes , et il 
est facile d’en déduire celles qui n’y sont pas énoncées. Les exemples 
numériques que l’on a choisis pour les appliquer, ont été calculés avec 
des tables de logarithmes à cinq décimales ; mais le degré d’approximation 
auquel ces tables font parvenir, et qui suffit pour toutes les opérations de 
détail du Cadastre , n’est plus assez rigoureux quand il s’agit de triangles 

du 

• 
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du premier ordre dont les côtés sont très-grands. Je supposerai donc , 
dans l’exemple suivant, que l'on a entre les mains lesTabies de logarithmes 
de Cal/et, et que , par les procédés indiqués dans l’Instruction qui les pré- 
cède, on a le soin d’estimer, à moins d’un millième près, les nombres 
dont les logarithmes n’y sont pas écrits tout entiers ; que de même on 
évalua les derniers chiffres décimaux de la valeur du logarithme des nombres 
et des arcs compris entre ceux de la table , ou qui excèdent son étendue. 

Je ne rapporterai ici que les détails et les résultats du calcul qui est 
fondé sur les principes exposés dans ce chapitre et dans l’Instruction citée. 

86. I." Problème ( fig. 6 ). Dans le triangle ABC , on connaît 
le côté b et les deux angles adjacens 4 et C ; déterminer l’angle B et les 
côtés a , (, 

Soient A = 47 ” 58' 30", 

C = 39° 36' 10” , 
b — 24385 mètres, 
l’angle B — 180“ — [ 47 ° 58' 30" ■+■ 39° 36' 20'']; 
d’où B = 92" 2}' 10". 

On obtiendra les deux côtés a et c par les deux proportions suivantes (n.* 4 $ ) : 
sin. 92 0 25' 10" : sin. 47° y 8’ 30" : : 2438) : a, j 

sin. 92° 25' 10" : sin. 39” 36' 20" : : 24385 : c; } 

log. 2438 5 mètres = 413871228, 

Iog, sin. 47° 58' 30" = 9,8709028, 

compl. log. sin. 92° 25' 10" = 0,0003873. 

log. a — 1412584129. 

Iog. 24385 mètres = 4,3871228, 

log. sin. 39” 36' 20" = 9,8044793, 

compl. log. sin. 92° 25' 10" = 0,0003873. 

iog. c = 14,1919894. 

Supprimant dans Iog. a et Iog. c l’unité de dixaines introduite par le 
complément du Iog. de sin. 92° 25' 10", et estimant , à moins d’un millième 
près , les nombres auxquels appartiennent ces deux logarithmes qui ne se 
trouvent pas dans les tables , on obtient 

a = 18130”, 629 ; c = 15559”, 





( 5 ° ) 

8 7 - H' P R0 blême ( fig. S). Dans le triangle ABC , on connaît 
les deux côtés a , b , et l'angle A opposé au côté a ; déterminer les deux 
angles B et C et le troisième côté c. 

Soient A — 4 7 ° J 8' 30" 
a — 18130", 629, 

b = 24385",... : ' 

La proportion suivante fera connaître l’angle B ( n.” 5 o ) : 

181 30", 629 : 24385" : : sin.' 47° 58' 30" : sin. B, 
log. ^4385 = 4,3871228, 

log. sin. 47° 58' 30" = 9,8709028, 

compl. log. 18130,629 = 5,7415871. 

log. sin. B = .*9,9996 127. 

Ce logarithme, que l'on trouve tout entier dans la table, appartient h 
l’angle de 87° 34' 50", ou & son supplément 92° 25' 10". Pour expliquer 
cette double solution, voyt^ le n.° 17 de ce chapitre. Nous adopterons la 
dernière valeur; ce qui donne 

B = 92° 25' 10". 

De la connaissance des angles A et B on peut conclure l’angle C, et 
l’on trouve 

C = 39 0 36' 20". 

11 reste encore à calculer le côté c ; on l’obtiendra par cette proportion : 
sin. 92° 25' 10" : sin. 39 0 36' 20" :: 24385 :t, 
log. 24385 = 4,3871228, 

log. sin. 39” 36' 20" = 9 , 8 o 44793 , 

compl. log. sin. 92“ 25' 10“ = 0,0003873. 

log. c = / 4 , 1919894* 

On trouve , avec la correction obligée , que ce logarithme est celui du 
nombre 15559", 276. 

Dans cet exemple , il a fallu également déterminer par la méthode ordi- 
naire le logarithme du nombre 1 8 1 30", 629 , qui excède l'étendue des tables. 

88- III." Problème. Dans le triangle A B C, si l’on connaît les trois 
côtés b, c, a, déterminer les trois angles. 

Il est évident que quand on sera parvenu à la connaissance de l'un des 
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angles, fa détermination des deux autres dépendra d’une proportion ana- 
logue il celles employées dans les deux problèmes précédens. 

Pour obtenir cet angle, on peut faire usage du principe énoncé (n.° 48 ) : 
mais la formule la plus simple dont on puisse se servir, est renfermée dans 
la règle suivante, dont on peut lire la démonstration dans la Trigonométiie 
de M. L< gendre (n." LV11 ): . 

« Le cosinus de la moitié de l’un des angles du triangle est égal il la 
» racine carrée d'une fraction, dont le numérateur est le produit du carré 
» du rayon par la demi -somme des trois côtés du. triangle et par la 
» différence de cette demi - somme au côté opposé à l’angle que l’on veut 
» déterminer , et dont le dénominateur est le produit des deux côtés qui 
» comprennent cet angle. » 

En appelant R le rayon et .f la demi - somme des trois côtés du 
triangle ABC, la formule peut s’écrire ainsi: 

COS. , A — y/ Ç ic J. 

II est préférable d’avoir recours au principe du n." 48 , si l’angle A est 
petit ; mais comme dans les travaux géodésiques on s’attache à ne point 
observer d’angles qui soient au-dessous de 25 0 , on peut avec confiance 
employer la formule ci-dessus. II est d’autant plus important d’obtenir sa 
valeur avec une grande précision , que l’erreur , si on en laisse introduire de 
sensible, sera doublée dans la détermination de A. 



Soient donc 


b = 24385", 




c = 'SJ 59 » 2 ? 6 » 




a = 18130,029. 


Type du calcul : 






2 S = 58074,905 , 




S = 29037,4525 . 




S — a = 10906,8235. 


log. 


S = 4,4629585, 


•°g- ( S . 


— a ) = 4,0376983, 


log. 


R x = 20,0000000 , 


compl. log. 


b = 5,6128772, 


compl. log. 


c = 5,8080106. 



log. R —- f c = 39,921 J 44<5 = log. cos. ‘{L 

G 2 
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Otant de ce logarithme* les deux dixaines introduites par les complément , 
et prenant ensuite la moitié , on aura le logarithme de cos. ~ A. Donc 
log. cos. { A = 9,9607723. 

Ce logarithme ne se trouve pas exactement dans la table des sinus ; en 
y apportant la correction nécessaire, on obtient, h moins d’une seconde 
près , 

T A =z 59' 1 ; 

d’où A — 47° 5 h' 30". 

Il reste encore à se procurer les deux autres angles : on pourrait appliquer 
de nouveau la même formule il la recherche de l’angle B ; mais il est plus 
simple de l’obtenir par cette proportion , 

1 81 30”, 629 : 24385™ : : sin. 47 ° 58' 30" : sin. B , 
qui a été traitée dans le second cas, et qui a donné 
B = 92” 25' 10". 

Le troisième angle C se déduira de la connaissance des angles A et B , 
et l’on aura 

C = 39° 36' 20". 

89. IV.* Problème. Dans le triangle ABC, si l’on connaît l’angle B 
et les deux côtés a, c, qui le comprennent , déterminer les deux autres 
angles A, C, et le troisième côté b. 

Pour ramener ce dernier cas à l’un des précédens , il suffit de déterminer 
l’un des angles A et C. On y parviendra facilement avec le secours de 
l’analogie exposée au n.° 51 de ce chapitre. 

Nous substituerons encore ici St l’usage de cette analogie , la formule 
suivante, dont on trouve également l’exposition dans l’ouvrage de M. 
Legendre ( n.* LVI), et dont voici l’énoncé : 

« Formez une fraction dont le numérateur soit le produit de la tangente 



• On peut remarquer que tes deux dixaines qui) faut retrancher de la somme yij, 9a t jq^d, 
pour corriger l'excès introduit par les complément , sont égales à log. ; de manière qu'il n'y 
aurait aucune correction S apporter dam ce résultat , si l'on négligeait de comprendre log. A‘ 
parmi les termes de l'addition. Lors donc qu'on s'assujettira à employer le complément des 
logarithmes du diviseur (b , c ) , la formule pourra se réduire à cette forme plus simple , 




-)■ 



cos, l A 




( 53 ) 

» de la moitié de l’angle donné B par la somme a ■+• c des deux côtés qui 
» le comprennent , et dont le dénominateur soit la différence a — r de 
» ces deux côtés; cette fraction représentera la tangente d’un certain angle, 
» duquel retranchant la moitié de l'angle B , on aura pour reste l’un des 
» deux angles cherchés. » 

Appelant M l’angle dont la fraction représente la tangente , on a 
tang. M = tang. j Bj 

puis M — -j B — A ou C. 

Les deux côtés a et c étant connus , et sachant que dans un triangle les plus 
grands angles sont opposés aux plus grands côtés , il ne peut y avoir 
d 'équivoque pour fixer à quel côté doit être opposé l'angle M — -j B, 

m 

Soient donc 

B = pi* 25' .o“, ) 
a =181 3o m ,Ô29 , ) 
c = <5 5 59. *7<5- J 

Type du calcul : 

a - *- e — 3^89,905, ) 

' a — e = 2571,353, J 

j B — 46“ 12' 3 5". J . 

log (a-\-c) = 4 > 5 j 7499 8 > ) 
log. tang. i B = 10,0183445,) 
compl.log. (a — c) — 6,5898383. I 

log. tang. M == 21,1356826 — 10, 
ou log. tang. M ~ 11,1356826. 

Cherchant l’arc Al, h moins d’une seconde près, on trouvera 
M= 85’ 48 ' 55". 

Retranchant de cet arc l’angle 

{B — 46” 12' 35", 

on aura pour différence 39* 36' 20". Donc le troisième angle du triangle 
, proposé sera de 47“ 58' 30". 

Maintenant il est facile de voir que ce dernier angle est opposé au côté a, 
et le précédent au côté b. 




Enfin , pour obtenir le côté b , on fera fa proportion 

sin. 47* 58' 30" : sin, 52° 25' to" : : 181 30,629 : b. 

Le calcul conduit à 

b = 24385"*'". 

Les erreurs que l’on pourrait craindre de commettre en négligeant les 
corrections que nous avons apportées dans ces calculs , ont été rendues sen- 
sibles sur des exemples, aux articles 64 et suivans. 
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CHAPITRE II. 

DE LA TRIGONOMÉTRIE SPHÈRIQ.UE; 

Par M. 1 POMMIÉS. 

S- I." 

QO. La sphère est un solide terminé par une surface courbe, dont 
tous les points sont également distans d’un point intérieur qu’on appelle 
le centre . 

9 t . Un triangle sphérique est l’espace compris sur la surface d’une 
sphère, entre trois arcs de grands cercles qui forment les côtés de ce triangle. 

92. Comme le plan de tout grand cercle de la sphère passe par son 
centre , la section commune de deux grands cercles , qui est une ligne 
droite , passe aussi par ce point. Ainsi chacun des trois grands cercles 
qui concourent il former un triangle sphérique , coupe les deux autres 
suivant des lignes droites qui sont des diamètres de la sphère. 

93. Deux grands cercles d’une sphère se coupent nécessairement; 
autrement leurs plans coïncideraient, et ne formeraient qu’un seul et même 
cercle. Les côtés d’un triangle sphérique peuvent toujours être supposés 
plus petits qu’une demi -circonférence. 

( Fig, 1. ) Un angle sphérique AC B est égal h l'angle que font 
entre eux les plans des deux grands cercles auxquels appartiennent les 
arcs AC, BC : il n'est donc autre chose que l’angle qui serait formé par 
deux lignes droites , menées dans les plans de ces grands cercles perpen- 
diculairement it un même jxrint de leur section commune. Par conséquent , 
l’angle des deux tangentes me, rtc, est le même que celui des deux 
arcs BC, AC, auxquels ces tangentes sont menées. 

9 J- Dn nomme pôles d’un grand cercle les extrémités du diamètre 
de la sphère qui est perpendiculaire au plan de ce grand cercle ; d’où il 
suit que chaque pôle est distant de 90° de tous les points de la circonfé- 
rence du cercle auquel il se rapporte. 
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C)6. On déduit encore de 1 k , que quand les pôles de deux grands 
cercles sont éloignés l’un de l’autre de 90°, ces cercles sont perpendi- 
culaires entre eux , puisque l’un passe par une ligne perpendiculaire à 
l’autre ; et réciproquement , quand les plans de deux grands cercles sont 
perpendiculaires entre eux , l'un de ces cercles passe par les pôles de l’autre. 

<yj. ( Fig. 2.) Si du sommet de l'angle A d'un triangle sphérique, comme 
pôle, on décrit un arc de grand cercle EF qui rencontre en E, F les arcs AB, 
AC, prolongés, s’il est nécessaire , cet arc EF sera, la mesure de l’angle A: 
car si des points E, F on mène au centre O de la sphère les rayons E O , 

' O E, ils seront évidemment perpendiculaires k la section commune AO 
des deux cercles auxquels les arcs AB , AC appartiennent ; et par con- 
séquent l'arc EF, qui est la mesure de l’angle rectiligne EOF, sera aussi 
la mesure de l’angle sphérique BAC (n.° 94). 

98. (Fig. 4.) Si des points D , B situés sur une sphère, et distans l’un 
de l'autre de 90° , on décrit , comme pôles , deux arcs de grands cercles DF, 
B F, qui se couperont en F k angles droits ; qu’ensuite par les deux 
mêmes points B, Don fasse passer les arcs BE, D A qui se coupent en C , 
on aura deux triangles sphériques B AC , D EC , dans lesquels les arcs BC , 
CE , sont complémens l’un de l'autre ; et les angles B et D sont complé- 
mens des côtés DE, B A, puisque ces angles ont pour mesure les arcs 
EF, AF, et que l’on a l’arc DF = BF = 90° (96). 

Les deux triangles B CA, CDE, se désignent sous le nom de 
triangles complémentaires. 

99 * ( Fig. 7-) Dans un triangle sphérique ABC, si des points A, B , C, 
comme pôles , on décrit les arcs DE, DF, E /Tonnant le triangle DEF, 
réciproquement les |>oiiits D, E, Useront les pôles des côtés A B, AC, BC; 
chaque côté du triangle DE F en supplément de l’angle qui lui est opposé 
dans le triangle A B C, et chaque angle de ce même triangle DEF en le 
supplément du côté qui lui est opposé dans le triangle ABC. 

Les deux triangles ABC , DEF, sont dits triangles supplémentaires , 
ou triangles polaires. Voyez les Éfémens de M. Legendre ( liv. 7, prop. ix 
et x ). 

1 00. II sera utile , pour ce qui va suivre , de se rappeler les divers 

caractères 
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caractères auxquels on reconnaît l’égalité de deux triangles sphériques , 
ainsi que cette proposition : 

Dans un triangle sphérique ABC, si l'angle A est plus grand que 
l'angle B , le cité a opposé a l'angle A sera plus grand que le cité b 
opposé à l’angle B ; et , réciproquement , si U côté a est plus grand que b , 
l’angle A sera plus grand que l’angle B. 

On peut lire la démonstration de ces théorèmes dans le septième livre des 
Llémens de géométrie par M. Legendre ( prop. XII , XI II , XIV, XV , XVI ). 

101. Un triangle sphérique rectangle peut avoir ses trois angles 
droits , et alors ses trois côtés sont de 90°. Il peut n’avoir seulement 
que deux angles droits ; alors les côtés opposés sont de 90“ , et le troi- 
sième angle a pour mesure le troisième côté. La résolution de ces deux 
sortes de triangles sphériques ne présente aucune difficulté. Nous 
supposerons donc dans les principes que nous allons établir , que le 
triangle rectangle auquel on les rapporte , ne renferme qu’un seul angle 
droit. Dans les triangles sphériques rectangles , les arcs opposés aux angles 
droits s’appellent hypoténuses , comme les lignes droites opposées aux 
mêmes angles dans les triangles rectilignes. 

De la resolution des Triangles sphe'riques rectangles. 

La résolution des triangles sphériques rectangles est fondée sur les cinq 
théorèmes suivans. 

102. Théorème I. (Fig. s.) Dans tout triangle sphérique rec- 
tangle BAC, on a les deux proportions suivantes: 

1. ° Le rayon est au sinus de l’angle C comme le sinus de l’hypoténuse 
BC = a est au sinus du cité AB = c opposé à l’angle C ; 

2. ° Le rayon est au cosinus de l’angle C comme la tangente de l’hypo- 
ténuse BC = a est à ta tangente du côté AC = b, adjacent à l’angle C ; 
c'est-à-dire qu’on a ce s deux proportions : 

i.” R : sin. C :: sin. a : sin. c, 
î.° R : cos. C : : tang. a : tang. b, 

Démonstration.Du point Ccomme pôle , décrivez l’arc de grand cercle EF 
qui rencontre en £ et T" le prolongement des arcs CB , CA du triangle 
proposé ; cet arc EF sera la mesure de l’angle C. Du centre O de la 
sphère, conduisez les rayons OE, OF, OB, OA, OC, et menez 

H 
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les sinus EH , RI, RK des arcs EF, B A, BC; enfin joignez I, K, 
par la droite JK: celte droite sera une perpendiculaire commune au 
rayon OC et au sinus B I. En effet , puisque l'angle A est droit, le 
sinus BI, tracé dans le plan de l’arc R A, est perpendiculaire au plan AOC 
sur lequel IK est situé; et, d'une autre part , le pian IB K passant par B K 
est, pour cette raison , perpendiculaire à OC. 

Menez encore les tangentes CM, CA' des côtés CB et CA; le plan 
qu’elles déterminent étant perpendiculaire au rayon CO, le sera par con- 
séquent au plan O CF; d’un autre côté, le plan Al B O AN, que nous 
avons déjà observé être perpendiculaire au plan O CF, coupe le plan 
tangent MC N suivant la ligne AIN , qui sera donc perpendiculaire 
sur NC, puisque AI N est l’intersection commune de deux plans M ON, 
MC N , tous deux perpendiculaires à OC F sur lequel NC est tracée. 

Ces constructions bien entendues , les droites E O, B K , AI C, qui sont 
situées dans le même plan EOCM , et qui sont toutes perpendiculaires 
au rayon OC, sont parallèles. Par une raison semblable, les lignes FO, 
IK , NC sont parallèles; donc les angles EOF. B Kl, A 1 CN sont 
égaux , et les trois triangles rectangles EO H, B Kl, MCN sont sem- 
blables ; d'où il suit que l’on a les deux proportions suivantes : 

1. “ OE : EH :: B K : BI, 

2. " OE : OH :: CM : CN. 

Substituant aux termes de ces proportions leurs valeurs trigonométriques , 
on obtient , 

1. * R : sin. C : : sin. BC ; sin. BA, 

2. “ R : cos. C ; : tang. BC : tang. AC. 

Ces proportions sont celles qui forment l’énoncé du théorème. 

to^. Corollaire I. II suit de là que dans un triangle sphé- 
rique quelconque ABC , 

Les sinus dts angles sont entre eux comme les sinus des colis opposés. 

( Rg. S' ) E' 1 effet , si d'un angle C on abaisse l’arc CD perpendiculaire 
à l’arc AB , on aura, par la première partie du théorème précédent, 
i.° sin. A : R : : sin. CD ; sin. b , 

a.” R : sin. B : : sin. a : sin. CD. 
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Multipliant ces deux proportions par ordre , et supprimant les facteurs R 
et sin. CD , il vient 

sin. A : sin. B : : sin. a : sin. b, 

104 - Corollaire II. Deux triangles rectangles sphériques ADC , 
BDC, qui ont un côté commun CD, fournissent cette proportion : 

( F ‘g- 3 - ) Des cosinus dis angles ACD , BCD, que jorme ce cité avec 
les hypoténuses , et que l’on nomme angles verticaux , sont entre eux en 
raison inverse des tangentes des hypoténuses ; 
car la seconde partie du théorème précédent donne, 

1. " cos. ACD : R :: tang. CD : tang. b, 

2. ° R : cos. BCD ; : tang. a : tang. CD. 

Multipliant de même ces deux proportions par ordre , et supprimant dans 
les termes du produit les facteurs communs R et tang. CD , il restera 

cos. ACD : cos. BCD : : tang. a : tang. b. 

IO^. Théorème II. Dans tout triangle sphérique rectangle, 

Le rayon est au cosinus d'un des côtés de l'angle droit comme le cosinus 
de l’autre côté est au cosinus de l’hypoténuse ; 
c’est-k-dire que , 

R : cos. c : : cos. b : cos. a. 

Démonstration. ( Fig. 4.) Soit le triangle rectangle B A C. Du point B , 
comme pôle ,. décrivez l'arc FED. Les deux arcs FED , ACD, étant 
l’un et l'autre perpendiculaires à l’arc B A F, se coupent en un point D 
qui est distant de 90° des points B, A, F, et le triangle DEC, rectangle en E , 
est le triangle complémentaire du triangle rectangle proposé BAC, Or, 
dans le triangle DEC, on a (théorème précédent, n. 0 1 ) , 

R : sin. D : : sin. DC : sin. CE. 

Mais l'angle D est complément de l’arc B A ; l’arc DC est le complément 
de CA; CE est complément de BC; donc la proportion précédente devient , 
R : cos. c : : cos. b : cos. a. 

106. Corollaire. Donc, si deux triangles sphériques rectangles ADC , 
BDC , ont Je côté commun CD , ils conduiront h cette proportion : 
(F>g- 3-) Les cosinus des bases AD, BD, sont entre eux comme les 
cosinus des hypoténuses AC, BC; 
car ( théorème II ) ; 

r .* cos. A D : R : : cos. b : cos. CD , 

z.” R : cos. BD : : cos. CD : cos. a; 

M 2 
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iToù multipliant par ordre , 

cos. AD : cos. BD : : cos. b : cos. a. , 

107. THÉORÈME 111 . Dans tout triangle sphérique rectangle, on a , 

( Fig. 4 . ) Lt rayon est au sinus d'un des angles obliques C , comme le 
cosinus du cSté AC = b , adjacent à cet angle , est au cosinus de l’angle B 
opposé au cité b , 
pu 

R : sin. C :: cos. b : cos. B. 

Démonstration. Soit le triangle rectangle BAC. En faisant la même 
construction que pour le théorème précédent , le triangle rectangle com- 
plémentaire DEC donne ( théorème I , n.° 1 ) , 

R : sin. DCE : : sin. DC : sin. DE. 

Rapportant cette proportion au triangle BAC, on a 
R : sin. C : : cos. b : cos. B , 
c'est- h- dire le résultat qu’on se proposait de découvrir. 

108. COROLLAIRE. On peut déduire de cette proposition, que dans 
les deux triangles rectangles sphériques ADC, BDC, qui ont le côté 
commun CD, on a cette proportion : 

Les sinus des angles verticaux sont entre eux comme Us cosinus des angles 
à la base. 

En effet, le triangle ACD donnera, 

sin. ACD : R :: cos. A : cos. CD. 

De même le triangle DCB conduit à la proportion, 

R : sin. DCB : : cos. CD : cos. B. 

Multipliant ces deux proportions par ordre , et supprimant les facteurs 
communs , il vient , 

sin. ACD : sin. B CD :: cos. A : cos. B. 

109. THÉORÈME IV. Dans tout triangle sphérique rectangle, 

Le rayon est au sinus de l’un A B = c des côtés , comme la tangente 
de l’angle oblique B , adjacent à ce côté, est à la tangente du côté AC = b 
opposé à l’angle B ; 
c’est-à-dire que l’on a , 

R : sin. c tang. B : tang. b. 
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Démonstration. ( Fig. 4.) En appliquant au triangle complémentaire DEC 
la seconde analogie du théorème I, on a , 

R : cos. D :: tang. DC : tang. DE; 
rapportant cette analogie au triangle BAC, elle devient , 

R : sin. c : : cot. b : cot. B. 

Mais , en ayant égard aux valeurs de la tangente et de la cotangente d’uu 
arc (p) [ n.“ 31 du chapitre I.*’ ) , on peut écrire cette proportion : 



cot. b : cot. B 



r coj. < r cos. B 
sin. i " -sin. B 



Multipliant les deux termes du second rapport par sin. B. sin. b , puis divi- 
sant les résultats de cette opération par cos. B cos. b, on obtient, 

, „ r sin. B r sin. t , 

cot. b : cot. B : : : r— , ou ( n.” 3 1 ) 

cos. B eus. 0 ' 3 ' 



cot. b : cot. B :: tang. B : tang. b. 

Donc , si l’on substitue , dans la proportion précédente, le second rapport de 
cette dernière analogie au rapport des cotangentes de b et de B , on aura , 

R : sin. c : : tang. B : tang. b. 

I IO. Corollaire. Donc dans deux triangles rectangles sphé- 
riques ACD , B CD, qui ont le côté commun CD, on a, 

( Fig. 3. ) Los sinus des bases AD , BD, sont entre eux en raison inverse 
des tangentes des angles A «B; 

car, par le théorème précédent, le triangle ACD donne cette proportion: 
sin. A D : R : : tang. CD : tang. A. 

De même le triangle BCD donne 

R : sin. BD : : tang. B : tang. CD. 

Multipliant ces proportions , on obtient pour résultat l’énoncé ci-dessus ; 
savoir : 

sin. AD : sin. BD : : tang. B : tang. A. 

III. Théorème V. Dans tout triangle rectangle sphérique BAC, 
on a cette proportion : 

Le rayon est au cosinus de l'hypoténuse BC = a , comme ta tangente 
de l'un des angles obliques C est à la cotangente de l’autre angle oblique B , 
ou 



R : cos. a : : tang. C : cot. B. 

Démonstration. (Fig. 4.) En effet, par la proposition qui précède, le 
triangle rectangle complémentaire CDE fournit cette analogie : 

R : sin. CE tang. DCE : tang. DE, 
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Rapportant cette proportion au triangle BAC, elle devient , 

R : cos. a : : tang. C : Cot. B. 

S. II. 

112. Cescinq théorèmes , avec les corollaires que nous en avons déduits, 
suffisent à la résolution de tous les cas des triangles sphériques rectangles , 
et satisfont it la plupart de ceux que présentent les triangles sphériques quel- 
conques , comine on peut le voir dans les deux tableaux qui terminent ce traité. 

Il y a deux cas seulement des triangles sphériques en général , qui exigent 
encore de nouveaux principes ; savoir , celui où , connaissant les trois côtés, 
on se propose d’obtenir un angle , et celui où l’on cherche la valeur d’un 
des.côtés pr la connaissance des trois angles. 

Les trois théorèmes suivans ont pour objet de donner des formules 
propres à la résolution de ces deux derniers cas. 

I 13. Théorème VI. Dans un triangle sphérique quelconque ABC, 
on a cette proportion : 

( Fig. 5 . ) Le produit des sinus des cités A B=c, B C = a d’un angle quel- 
conque ABC , est au produit des sinus des deux excès de la demi-somme des 
trois côtés sur chacun de ces deux côtés , comme te carré du rayon est au carré 
du sinus de la moitié de l'angle cherché , 
ou 

sin. a x sin. c : sin. ( \ s — a) x sin. ( \ s — c ) : : R : sin. . B, 

Démonstration, Dans le triangle sphérique quelconque BAC, on contrait 
les trois côtés a, b, c , dont on représentera la somme par s , et l’on 
se propose de déterminer avec ces données la valeur de l’angle B. 

Réunissez les sommets des angles du triangle sphérique avec le centre 
de la sphère par les rayons B O , AO, CO. Du point A, abaissez sur le 
plan B OC la perpendiculaire A F , et par cette ligne A F menez un 
plan A P /'auquel le rayon B O soit perpendiculaire. L’angle rectiligne A PF 
est celui des deux plans CB O, ABO, et par conséquent il mesure aussi 
l’angle sphérique B. 

Autour des rayons BO, CO, faites tourner les secteurs BOA, AOC, 
jusqu'il ce qu’ils soient appliqués sur le prolongement du plan B OC. 
La figure 6 représente ce développement. Les parties AB, BC, CD 
de l'arc total AB CD , sont respectivement égales aux trois côtés du 
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triangle sphérique. Si des points A et D on abaisse sur les rayons B O 
et CO les perpendiculaires A P , DE, prolongées jusqu’à ce qu’elles se 
rencontrent en F, il est facile de voir que ce point représente sur le 
plan B OC le pied de la perpendiculaire abaissée, avant le développement, 
du sommet de l'angle A. En effet, si l'on conçoit que les secteurs B AO, 
CO D, tournent de nouveau autour des rayons B O, CO, jusqu’à ce que 
les lignes AO , DO se confondent, les angles rectilignes AP F, DEF 
formés pendant ce mouvement , seront respectivement égaux aux angles 
sphériques B et C (fig. / ) ; carils mesurent les angles ABOC , BCOD 
que forment les secteurs avec le plan B OC, 

( Fig. 6 . ) Maintenant , pour construire sur la figure plane A B HD O 
l'angle rectiligne AP F=B , on élevera du point Fia perpendiculaire FG, 
que l’on terminera par un arc décrit du point P , comme centre , avec un 
rayon égal à AP, et l’on mènera CP. Il est évident que le triangle 
rectangle G P Feu égal au triangle A P F de la figure 5, et, par consé- 
quent , que l’angle F PG = B. 

Terminez la demi-circonférence AG H, et prolongez AF jusqu’en H , 
on aura AH = zAP, et l’arc AB H = 2 AB, Menez enfin les 
lignes AG , G H et HD. 

Toutes ces constructions étant bien comprises , on a , 

i.° Le triangle rectangle AHG, qui donne la proportion suivante, 

R : sin. GAH :: AH : GH; 
ou , élevant tous ces termes au carré , 

R 1 : sin. 1 GAH Th : Gh) 
d’une autre part, par la propriété du triangle rectangle, on a 

Ih' : 77 h‘ : AH FH ; 

donc , à cause du rapport commun , il résulte , 

R 1 : sin,* GAH : AH : FH { 1 ). 

Or , si l’on observe que l’angle F P G est l’angle extérieur du triangle 
isocèle ÂPG, on aura GAH = { FP G = \ B. De plus, AH est 
la corde de l'arc 2 AB = 2 c. Donc AH =: 2 sin. e. 

Substituant ces valeurs dans la proportion ( 1 ) , elle devient, 

R 1 : sin.* i B :: 2 sin. c : FH (2). 

Il reste encore à déterminer FH. 
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2.* Polir cela, on considérera ie triangle HFD qui conduit h cette 
proportion , 

sin. HFD : HD :: sin. H DF : FH; 

d’où 

HP K sin. H DF 



F H — 



sin, ilFD 



Or, l’arc H b D= A B H D — AB H = ( s — ic ). Donc la corde HD 
de cet arc est égaie à 

2 sin. ( ~ s — c). 

Les lignes AH et D /"donnent, par leur rencontre, 

AFD -t- DFH = 2 d; 

et si l’on considère le quadrilatère F P O E , dans lequel les angles P et. E. 
sont droits , on aura 

BOC -h AFD = a d : 



donc D FC = B OC , dont la mesure est l’arc a , et sin. D F H = 
sin. B OC = sin. a. 

Enfin , si l’on prolonge la ligne A H d’une longueur quelconque H I , 
on aura , 

J HD = FDH -h HFD; 

d'où 

HD F = IHD — HFD — \ i — a. 

En effet, la mesure de l’angle IHD formé par une corde et une sécante 
est i AB H -j HD, c’est-à-dire , ~ s ; et celle de HFD est l’arc a. 
Donc 

sin. HD F sas sin, ( ^ s — a). 

Substituant dans FH les valeurs que l’on vient de trouver pour les différens 
termes de l’expression de cette ligne, on obtient 



FH = 



I lin, ( ; t — c ) < »ln. ( f i — a) 
sin, « 



Transportant cette valeur de F H dans la proportion ( z ) , 



R 1 



sin.* •j B ; : 2 sin. c 



s lin, f^i — < ). sin, ( 
sin. a 



on a 

; J — a ) 



Divisant les deux termes du second rapport par 2 , les multipliant ensuite 
par sin. a , et écrivant ce second rapport avant le premier , il vient , 
sin. a. sin. c ; sin. f j s — a).sm.(\s — c) :: R x : sin.‘-j.ff; 

d’où 
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formule qui fait connaître un angle d'un triangle sphérique , quand les trois 
côtés sont donnés. Il est facile de remarquer son analogie avec celle exposée 
n.° 4 3 du chapitre précédent, pour le cas semblable de la trigonométrie 
rectiligne. 

I 14. Théorème VII. Dans tout triangle sphérique quelconque, on 
a cette proportion : 

Le produit des sinus des cités AB = c, BC = a d'un angle quel- 
conque ABC , est au produit du sinus de la demi-somme des trois cités par le 
sinus de l’excès de cette demi -somme sur te cité opposé à l'angle ABC , comme 
le carré du rayon est au carré du cosinus de la moitié de l’angle cherché , 
ou 

sin. a x sin. c : sût. 7 s x sin. ( - s — b) : : R' : cos. 1 -j B. 

Démonstration. ( Fig. 6 . ) Conservant la construction précédente , et 
menant de plus la corde AD, elle exprimera le double du sinus de la demi- 
somme des trois côtés du triangle sphérique ABC , on aura donc , 

AD = 2 sin. s. 

1 .° Le triangle rectangle AG H donne cette proportion , ' 

R : sin. CDA :: AH : AG. 
f levant tous ces termes au carré , on a , 

R 1 : sin. 1 GH A : : AH 1 : AG\ 

Le même triangle donne encore , 

Th : AG* :: AH : AF; 

donc 

R 1 : sin. 1 G HA :: AH :: AF. (1 ). 

Or, dans le théorème précédent , on a trouvé que, 

G AH = i B; 

et puisque GH À est le complément de G AH, il en résulte , 
sin. 1 GH A — cos. 1 i B. 

On a de plus la corde AH = 2 sin. c. Ces valeurs substituées dans la 
proportion ( 1 ) lui donnent cette forme, 

R‘ : cos. 1 7 B :: a sin. c : AF. (2). 
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Il reste encore h déterminer À F. 

z.° Pour cela, on considérera le triangle AFD , dans lequel on a cette 
proportion , 

sm. AFD : AD :: sin .FDA : AF; 



d’où 



AF— 



AD x sin. FDA 
•in. AFD 



Or, on a déjà soi que AD = 2 sin. ~ s. L’angle FDA, dont le sommet D 
est sur la circonférence, a pour mesure — — — — . Donc 
sin. FDA = sin. — b). 

De plus le sin. AFD est égal à celui de l’aogle supplémentaire DFH, que 
l’on a démontré, dans le théorème précèdent, valoir l'angle SOC. 
Donc 

sin. AFD = sin. a. 

Substituant ces diverses valeurs dans l’expression de AF, on obtient 

j-, a fin. sin ( £ s — b ) 

sin. a 



Transportant ce résultat dans la proportion (a) , on a, 



R 1 



B : : 2 sin. c : 



a sin. *- s x sin. (\ s — b) 



Supprimant le facteur commun 2, multipliant 'les deux termes par sin. a, et 
écrivant le second rapport à la place du premier, il vient , 

sin. a . sin. c : sin. { x.sin. — b) :: R 1 : cos . 1 j B , 



d’où 



cos. ~ B 




; s .fin. ( \ s — b) 
sin. a sin. c 



■). 



formule qui sert, ainsi que la précédente, à calculer un angle d’un triangle 
sphérique , quand ses trois côtés sont connus. 



Il J. Théorème VIII. Les trois angles d’un triangle sphériqtie 
quelconque étant donnés , on peut trouver le côté qu'on voudra par cette 
proportion : 

l e produit des sinus des angles adjacens au côté cherché est au produit des 
cosinus de la demi- somme des trois angles , par le cosinus de la différence entre 
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cette demi -somme et l'angle opposé au cité que l'on cherche , comme le carré 
du rayon est au carré du sinus de la moitié du cité cherché ; 
ç’est-ît-dire ; 

sin. Z?.sin. C : cos. - ( A B s- C) . cos. £ (B -t- C — A) : : /?* ; sin. 1 ~ a. 

Démonstration. ( Fig. 7 . ) Si l’on construit le triangle DEF, dont les 
trois côtés soient les supplémens respectifs des angles qui leur sont opposés 
dans le triangle sphérique quelconque ABC , et si l’on désigne par les 
lettres a’ , b' , c , les côtés du triangle supplémentaire DEF, on aura dans 
ce dernier triangle dont les côtés sont connus ( théorème précédent ) , 
sin. b' .sin. d : sin. ÿ s .sin. (~ s — a') : : : cos. 1 -j F . . . ( 1 ) ; 

s exprime ici, comme dans le théorème cité, la somme des trois côtés a', 
b' , c'. 

Maintenant on se rappellera , 

1 .* Que le sinus d'un angle est égal h celui de son supplément ; 

2. 0 Que le sinus de la moitié d'un angle est égal au cosinus de la moitié 
de son supplément ; et le cosinus de la moitié d’un angle est égal au sinus 
de la moitié de son supplément. 

(Fig. S.) On peut facilement se convaincre de cette seconde vérité, en 
consultant la figure 8, dans laquelle on a, - 
El — sin. DE — sin. \ ADE , 

CO = cos. EF — cos. -j EF B — cos. -j supl. AD E. 

Or, le quadrilatère EIC O est un rectangle; car l’angle IE O est droit , 
puisqu’il a pour mesure une demi -circonférence ; et les angles /et O sont 
également droits , puisqu’ils sont formés par les cordes A E, BE, et par des 
rayons menés sur le milieu de ces cordes : donc on a , 

IE = CO, 



ou 

sin. -j ADE = cos. ■[ suppl. ADE. 

D’après ces remarques , si dans la proportion (I) on substitue îi sin. b’ , 
sin. r 1 , sin. j s, &c. les lignes trigonométriques corrc»|x>ndantes du 
supplément des arcs b’ ,d ,\s, & c., on la changera en celle-ci , 
sin. B . «in. C ; cos. \ ( A -\r D A- C) . cos. \( B C — A ) •. : R‘ : sin. 1 ‘ 0 ; 
d’où 



Ry/(- 



cos. ; (A B - 4 - C). cos, i ( B «4- C — A ) 



lin, /f.sin. C 






12 



/ 
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Il 6- COROLLAIRE. {Fig. 7.) Si l’on applique le théorème VI au 
triangle supplémentaire DEF, on âura , 

sin. b' .sin. c' : sin. (^s — b ) . sin. ( 7 s c ) \: R : sin. -j F); 

et , en observant les remarques précédentes , cette proportion devient , 
sin’. B sin.C: cos. \(A -+- C — B).cos.±(A -+- B — CJr.R 1 : cos.* * a; 

d’où l’on tire , 

„ z /cos. 7 (A -+- C — - B ) cos. \( A B — C ) ) 
cos. ±a = F / f sm. B . sin. C'~ /' 

formule qui sert également k déterminer le côté d’un triangle sphérique dont 

on connaît les trois angles. 

S. III. 

Observations sur les deux Tableaux suivans. 



117. La chose inconnue, c’est-k-dire, l’angle ou le côté qu’on cherche 
et qui forme le quatrième terme de chaque analogie, peut quelquefois équi- 
valoir indifféremment k un angle aigu ou k son supplément; ce qui conduit 
alors k deux solutions. Pour lever toute incertitude k cet égard, je rap- 
porterai quelques-uns des résultats exposes dans le chapitr- 1.”, aux 
numéros 28, 29 , 30 , 31 ; savoir, qu’en nommant p un arc quelconque 
moindre que 90“, et par conséquent 180 — p son supplément , on a 

sin. fi8o — p) — sin - P ’ tai ’S- f l8 ° ~~P) = ,allgl p ‘ 
ços. ^ 1 80 — p) = — cos. p, cotang. ( 18 o — p) = — cotang . p. 

Il suit de Ik qu’un angle aigu p , et son supplément 1 80 —p, ont le même 
sinus, tant pour la quantité que pour le signe; tandis que le cosinus, la 
tangente et la cotangente, qui conservent , pour ces deux angles, la même 
valeur absolue , diffèrent alors par les signes. D’après ce principe , si un 
élément est déterminé par son sinus seulement , il y aura deux valeurs de cet 
élément, et par conséquent deux triangles qui satisferont k la question; car 
le même sinus qui répond k un angle ou k un arc, répond également à son 
supplément : mais si le quatrième terme des analogies renfermées dans ces 
deux tableaux exprime un cosinus, une tangente ou une cotangente , alors 
on pourra décider, par le signe de la valeur de ces lignes, si l’élément 
quelles déterminent sera plus grand ou moindre que yo” ; il sera plus petit , 
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si le signe de l’une de ces lignes trigonométriques est positif ; il sera plus 
grand , si le signe est négatif. 

En général , on écartera beaucoup de solutions inutiles ou fausses, en se 
rappelant, 

i .* Que dans un triangle sphérique quelconque , tout angle ou tout côté 
doit être plus petit que 180'; 

2 ° Que les plus grands angles sont opposés aux plus grands côtés , 
et réciproquement. 
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TABLEAU L”, 



Contenant les différens cas que présente la résolution des triangles sphériques rectangles. 



CAS. 


DONNÉES. 


INCONNUES. 


SOLUTION. 


NUMÉROS 

des 

PROPOSITIONS. 


I. 


L’hypoténuse a 
et l’angle B. 


Le côté opposé b. 


R : sin. B : : sin. a : sin. b. 


102, n.° i. 


B 


Mêmes données. 


Le côté adjacent c. 


R : cos. B : : tang. a : tang. c. 


102, n.° 3. 


3 - 


Mêmes données. 


Le second angle C. 


R : cos. a : : tang. B : cot. C. 


IJ I. 


4 - 




Le second côté b . 


Cos. c : cos. a : : R : cos. b. 


10$. 


5 - 


Mêmes données. 


L'angle opposé C. 


Sin. a ; sin. e : : R : sin. C. 


102, n.° î. 


6. 


Mêmes données. 


L’angle adjacent B. 


Tang. a : tang. c : : B : cos .B. 


SX8! 


B 


Le côté c 

et l’angle adjacent B. 


Lê second côté b. 


R : sin. c : : tang. B ■: tapg. b. 


109. 


8. 


Memes données. 


L’angle opposé C. 


R : sin. B : : cos. e : cos. C. 


107'. 


9- 


Un côté c 

et l'angle adjacent B. 


L’hypoténuse a. 


Illl1.lin.il 


B 


10. 


Un côté c 
et l’angle opposé C. 


Le second côté b. 


Tang. C : tang. c : ; R : stn. b. 


, 0 , 


II. 


Mêmes données. 


L’angle adjacent B. 


Cos. c î cos. C : î R : sin. B. 




B 


.Mêmes données. 


L’hypoténuse a. 


Sin. C : sin. e : : R : sin-a. 




■3- 


Le côté c 
et le côté b. 


L’hypoténuse a. 


R : cos. c i : cos. b : cos. a. 


IOJ. 


B 


Memes données. 


L’angle B. 




B1 


«5- 


L’angle B 
et l’angle C. 


Le côté c. 




107 . 


■ 6 . 


Memes données. 


L'hypoténuse a. 


Tang.B : cot. C R : cos. a. 












































































































Contenant les différent cas quejig/es sphériques quelconques. 



CAS. DONNÉES. INCONNUES. 



Le côté a. 

Le côté b , L'angïe B opposé 

L'angle A opposé au l'autre côté b. : s * n * 




NUMEROS 

des 

PROPOSITIONS. 



Mêmes données. 






Mêmes données. 



Mêmes données. 



Le côté c. 
Le côté a. 
Le côté b. 





t pendiculaire sur l’arc A B , 
sera égala la somm t(fîg.i) 




p sera égala la somme (fig.j) 
I, B CD, sc'on que Parc CD 

L'angle comprit et ‘ I™"* 1 ' ÀCB 11 

! A CD par cette proportion , 

Int jnn 
roportion suivante, 

T f J AD; 

Le cote c adjacc 

aux deux angles donm. r _ 

6 4 D : sm. BD. 

i tn déduire c. 



Le côté a opposé 
Pun des deux ang. b : sin. a. 
donnés. 



lifférence des angles A CD, 
ÇD. On calculera ces deux 
Le troisième angle ^ (cs f 

: cot. A CD , 

7D : sin. B CD. 







!ix formules suivantes 
cos. (\ i' — A) 

Un côté quelconque x sj „ c ; 

par exemple le eût éa^, cos f.y 

\. B . sin. C 



A't >ta. Dam r es formule* 
s repr. senti: la somme de* trois 
eûtes a , t> , r. 



Ïl6. 

A n/fl. Dar.i ce* formules ! 
.r représente U iommr<lestroi»l 
angles A , B , C. 



Manuel de l’Ingénieur du Cadastre , pag 
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I 1 8. Appliquons quelques-unes des formules rassemblées dans ces deux 
tableaux à plusieurs exemples ; il suffira de ceux que nous allons rapporter, 
pour faire connaître comment on doit se conduire généralement quand on 
veut faire usage de ces analogies pour obtenir des résultats numériques. 

Exemples de la Résolution d'un Triangle rectangle. 

I." Exemple.' ( Fig . 4 .) Soit un triangle rectangle ABC , dans lequel 
on connaisse 

l’hypoténuse BC — a = 4 î° 3°' { 

l’angle B — 36* a 5' J 

O11 propose de calculer les autres parties de ce triangle ; savoir , 

1 . " le côté AC — b , ) 

2. " le côté B A — c, r 

3. “ l’angle C. ) 

1. * Le calcul du côté AC — b dépend de la proportion rapportée 
au 1 ." cas du tableau I.” 

R : sin. 36° 25' : : sin. 45 ° 30' : sin. b. 

Type du calcul , Iog. sin. 36° 23' = 9,77 3 5 3*7. 

log. sin. 45° 30' = 9,8532421. 

• 19,6267748. 

log. R =10, 

log. sin. b = 9,6267748; 

d’où b = 25“ 3' 3 ",266 ou 154° 56' 56", 733. 

2. “ La détermination du côté B A — c dépend de. la proportion rap- 
portée au 2.' cas du tableau J.” 

R : cos. 36° 25' : : tang. 45 ° 30' : tang. e. 

Type du calcul , log. cos. 36° 25' = 9,9056454- 

log. tang. 4j° 30' = 10,0075803. 

19,9132257. 

log. R =10, 

log. tang. c = 9,9132257; 

d’où c = 39* t 8' 4p",3 66, 
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}.* La recherche de l'angle C dépend de la proportion rapportée au 
.* cas du tableau I.“ 



R : cos. 45° 3°' :: tang. 36“ 25' : cotang. C. 

Type du calcul , log. cos. 4 5° 30' = 9,8456618. 

log. tang. 36" 25' = 9,8678873. 



T 9»7 • 3 5 1 * . 

log. R = ic, 



log. cot. C = 9,7 iJ 549>; 
d’où C = 62° 39' 28", 383. 



II.* Exemple. Étant donné dans le même triangle rectangle BAC, 

BC — a — 4}” 30' 
et B A = c = 39° 18' 49", 366, 
on propose de calculer AC = i. 

Le côté AC = b dépend de la proportion rapportée au 4-' cas du 
tableau I." 

Cos. 39° 18' 49', 366 : cos. 45° 30' : : R : cos. b. 

Type du calcul, iog. cos. 45° )o' = 9,845 661 8. # 

log. R =to, 

, . 19,84566 1 8. 

Iog. cos. 39° 18' 49°366 = 9,8885662. 



log. cos. b ■ = 9,9570956; 

d’où b = 25* 3' 3", 266. 

III.* Exemple. Étant donné les deux côtés 

B A = c = 39” 18' 49",366 ) 

AC = b= 25" 3' 3", 2 66,} 

on propose de calculer 

1.” L’hypoténuse BC == a 
2. 0 l’angle. B. 
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«.* L’hypoténuse BC = a dépend de la proportion rapportée au 
13.* cas du tableau I.** f 

R : cos. 39" 18' 4 9",}66 :: cos. a j® 3' 3 ",166 : cos. a. 

Type du calcul, log. cos. 39” i 8'49",366 = 9,888566a. 

log. cos. 25° 3' 3", 266= 9,9570956- 

19,84566 1 8. 

log. R =10, 

log. cos. a = 9,8456618; 

d’où a — 45“ 30'. 

2.” L’angle B dépend de la proportion rapportée au i 4 .* cas du 
tableau I.** , 

sin. 39° 18' 49",366 : R : : tang. 25° 3' 3", 266 : tang. B. 
Typeducalcul.log. R = 10, 

log. tang. 25" 3' 3", 266 = 9,6696792. 

19,6696792. 

log. sin» 39° 18' 49 "i}66 = 9,8017919. 

log. tang. B — 9,8678873; 

d’où B = 36° 25'. 



IV.* Exemple. Étant donné les deux angles 
B = 36“ 25' } 

C = 62” 39' 28",383 , J 
on proj>ose de calculer l'hypoténuse B C = a. 

L'hypoténuse BC dépend de la proportion rapportée au 16.' cas du 
tableau I.*' , 

tang. 36° 25' : cot. 62” 39' 28",383 :: R : cos. a. , 

Type du calcul, log. cot. 6a° 39 ’i' 28",383 = 9,7 13s 4 p * « 

log. R = 10, 



log. tang. 36° 25' 



log. cos. a 
d’où a sr 45° 30*. 



3 S4p». 

= 9,8678873. 

= 9,8456618; 

K 
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II résulte de ces calculs , que les valeurs angulaires des six parties du 
triangle rectangle ABC sont , 

l’angle A — 90“ t le côté a = 45 ° 30' 

B = 3 6° 25' j b — 25° 3' 3", 266 

<7=62* 39' 28",383. J ’ c — 39” 18' 49''»366. 

Ex EM PLES de la résolution d'un Triangle sphérique quelconque. 

I I p. Les formules dont on fera usage dans les exemples suivans, se 
rapportent à celles du tableau II. 

1 .” Exemple. Connaissant dans le triangle sphérique ABC (fg. 10 ) , 

1 . * l’angle A = n 4 * 7' 30*,! 4 , J 

2. ° le côté c = 4<° 9' 4 î",94 , | 

3. ° le côté b =. 50° }' 47". 1 5 > ) 

déterminer les trois autres parties B , C , a. 

1 .* Pour obtenir le côté a , on aura recours aux analogies du 4 -' cas. 
La première donne 

R : cos. 1 14° 7' 30", i 4 :: tang. 50° j' 47", 1 5 : tang. AD. 
Type du calcul , 

log. cos. 11 4° 7' 30",! 4 = > 435 9- 

Iog. ung. 50° 5’ 47". « 5 = >0,0776713. 

19,6891072. 

log. R =10, 

log. tang. AD . = 9,6 891072; 

d’où l’on obtient 

AD = 26 e a' 5 3"29- 
La seconde analogie donne , en observant que 
BD = AB -+- AD, 

cos. 26° 2' 5 3", 29 : cos. 67° 12' 39", 2 3 :: cos. 5 0* J ' 47",i 5 : cos. a. 
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Type du calcul , 

log. cos. 67° ta' 39", *3 = 9,5880917. 
log. cos. 50“ 5' 47"»* 5 = 9^8071949. 

19,3952876. 

iog. cos. 26° 2' 53", 29 = 9,9534820. 

log. ços. a = 9,4418056; 

d’où a = B C = 73 0 56' 39", 79. 

II.* Exemple. Dans ce même triangle ABC , calculer la valeur de 
l’angle C. 

Pour cela , on fera usage des deux analogies du 2.* cas. 

Par la première, on a 

R : cos. 50* 5' 47"» * S :: tang. i>4* 7' 3 o",i 4 : cot. ACD. 
Type du calcul , 

log. tang. n4° 7' 30", i4 = 10,3488711. 

Iog. cos. 5 o° 5' 47"» 1 S = 9.807 >949- 

20,1 560660. 

Iog. R . =10, 

log. cot. ACD = 10, 1560660; 

d’où l’on déduit ACD = 34* 55' 1 1 '',67. 

La seconde analogie donne 

tang. 73* 56' 39">79 ! t»"g- 5°° 5' 47”, «5 » cos. 34» 55' ll",6y :: cos. BCD.- 
Type du calcul , 

Iog. tang. 50* j' 47'',' 5 = 10,0776713. 
log. cos. 34* JS' >«",67 = 9>9 'î7889. 

19,9914602. 

log. tang. 73* 56' 39" ,79 = 10,5409170. 

Iog. cos. BCD = 9,4505432; 

d’où BCD = 73* 36' 32",3j. 

Et puisque l’angle C — BCD — A CD, on trouvera pour sa valeur, 

C = 38° 4t' io'',68. 

. K 2 
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III.' Exemple. II reste encore à calculer l’angle B , pour connaître 
toutes les parties du triangle ABC. 

L’analogie du premier cas y conduira. On a 

sin. 73° 5 6' 39", 79 : sin. jo° j' 47 V 5 •• s ' n - 1 > 4 “ 7 ' 3 o",t 4 : sin. B. 
Type du calcul , 

Iog. sin. 50° j' 47"»>5 = 9,8848663. 

log. sin. 1 14° 7' 3 o",i 4 = 9,960307a.. 



19,8451733. 

iog. sin. 73° 56' 39", 79 = 9,9817*06. 

Iog. sin. B = 9,8624527; 

donc l’angle B = 46 “ 4 > ’ .50", 5 6. 

Il résulte de ces calculs' que les six parties du triangle ABC ont les 
valeurs angulaires suivantes : 

A — n 4 ° 7 ' 3 °".' 4 - « — 73 ° 5 6 ' 3 Î>''. 79 - 

B — 46 ° 4 s' 50", 56. b = 50° 5' 4 7 “,. 5. 

C= 38“ 4 1' 20', 68. ’c = 4 i° 9' 45", 94. 

IV.' Exemple. Pour présenter une application des formules qui 
conduisent !t l’un des côtés par la connaissance des trois angles , ou à l’un 
des angles par celle des trois côtés , nous choisirons les données dans 
les résultats ci-dessus. 

Soient 

A = 1 1 4 “ 7' 3°''» • 4 - ) 

B = 46” 4?' 5°".j6. ) 

C — 38° 4.' 20", 68. ) 

Proposons-nous d’obtenir le côté b = A = A C : on se servira de la 
première formule du ta.” cas , -qui devient 

jin. 1 14* 7' jo”,i 4 «iîn. j 8 “ 4 i' io",68:cos. 99“ 47' io",t>9*coi. J j” 1' jo",i } :: R‘ ; iin.‘ ^ i. 

En effet , 

i S = i {A -h B -+■ C) = 99“ 47' 2 °",6p. 
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Type du calcul , 

log. cos. 99 0 47' 20", 69 = 9,2305045. 

log. cos. J3“ »' 30",! 3 = 9,7792109. 

log. /?* = 20, 

39,0097152. 

log. sin. 1 i4° 7' J 0 "! 1 4 = 9,9603070. 

log. sin. 38“ 4 » ' 20", 68 = 9 . 79594 î 3 - 



!9, 7562523. 

Retranchant cette somme de la précédente , il vient 

log. sin.* {b = 19,2534629 ; * 

d’où 

log. sin. 2 b = 9,6267314. 

Et par conséquent , 

ï * = *$° i‘ 5 3 ", 64 ; 
d’où b = 50” 5' 47‘ r >28. 



Ce résultat surpasse de o", 13 la valeur de b. On doit attribuer cette 
différence aux légères inexactitudes qui proviennent de l’emploi des loga- 
rithmes, dont le dernier chiffre décimal n’est jamais rigoureux; et quoique 
l'on ait apporté dans ces exemples les mêmes corrections observées pour 
le calcul de ceux qui terminent la trigonométrie rectiligne ( n.“* 85 et 
suivans), néanmoins l’indécision des derniers chiffres décimaux introduit 
de petites erreurs , qui deviennent d’autant plus sensibles à fa fin du 
calcul , que ces corrections ont porté sur un plus grand nombre de 
termes. 



s. IV. 



I 20. Dans toutes les formules précédentes , ainsi que dans les exemples 
qui leur ont servi d’application , on a regardé comme égal à l’unité, le 
rayon de la sphère sur laquelle les triangles étaient supposés décrits. Si 
ce rayon n’est pas égal il l’unité , et que l’on veuille déterminer la longueur 
absolue des cotés du triangle sphérique dont on connaît la valeur angulaire , 
on y parviendra facilement , en se rappelant que les longueurs des arcs 
sont proportionnelles aux nombres des degrés qui les composent. 



V 
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Soit donc r le rayon de la splière ; ur sera l'expression de la longueur 
de l'un de ses grands cercles. Si a représente le nombre des degrés que 
renferme un côté du triangle sphérique , la longueur de ce côté s’obtiendra 
par la proportion suivante ; 

ï 6 o° : a" : : 2 irr s x = — — - x r a* ; 

* JÔO 

ou traduisant les degrés en secondes , et représentant par n le nombre 
des secondes contenues dans a”, on a 

1 296000" : n" :: 2wr : x = — — — . n.r. .... . ( 1 ). 

7 II960OO ' * 



Substituant au lieu de n sa valeur 
il viendra # 



US 
1 1 i 



6,1 8j 1851 
1 196000 



, ou, plus exactement, 3,14 1 y , 



.n.r. 



Les logarithmes peuvent faciliter le calcul de ce terme, et l’on obtient, 
en les employant , 

log. x = log. r -t- log. n — 5,3 1 4-4^ y 1 ( 2 ). 



Ce dernier nombre est constant ; et le logarithme final auquel cette for- 
mule conduit, appartient à un nombre composé d’autant d'unités abstraites 
que l’unité linéaire , par laquelle on a exprimé le rayon de la sphère , 
peut être portée de fois sur l’étendue du côté de n". 

Réciproquement , si l’on connaît la longueur absolue des côtés d’un 
triangle sphérique , et que l’on se propose de calculer leurs valeurs angu- 
laires, afin de pouvoir appliquer à ce triangle les formules précédentes, 
on pourra déduire ces valeurs de la même proportion ( 1 ) , dans laquelle 
il faut alors regarder le terme x comme connu , et prendre pour l’objet 
de la recherche le terme n". Il vient 



ou, en faisant usage des logarithmes, 

log. n" = 5,3144251 -+- log. a — log. r (3). 

Ce logarithme appartient à un nombre abstrait égal à celui des secondes, 
qui mesurent le côté du triangle sphérique. 11 est facile ensuite de con- 
vertir ce nombre de secondes en minutes et degrés. 
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Si J’on applique ie résultat ( a ) aux deux triangles dont on vient de 
calculer- toutes les parties angulaires , en supposant r — i oo mètres , 
on trouvera pour le triangle rectangle , 

a— 79 m >4'*5 . 

b — 43 V 11 ' » 

c = 68 m , 6 1 j4 ; 

et pour le triangle obtiquangie , 

a = i29 m ,o 5 73 , 

4 = 8 7 ",4)48, 
c = 7I , " ) 84a6. 

De même, si ces dernières valeurs de a , b,e , étaient connues, et que 
l’on voulût en déduire les valeurs angulaires de ces mêmes côtés , la 
formule ( 3 ) reproduirait les résultats primitifs ; savoir, pour le triangle 
rectangle , 

a = 45 ° 30 ' , 

4 = 25 * 3 ' 3 ", 266 , 

t = 39 0 18 ' 49"»3<5<S î 

pour le triangle obliquangle, 

" = 73° 5<S' 3 9" >79 • - 

4 = 50 ° 5 ' 47",<S. 
c = 4«* 9' 4 s", 94 - 

121. THÉORÈME IX. La turface d'un triangle, sphhiqut est à la 
surface de la sphère sur laquelle il est décrit , comme l'excès des trois angles 
de ce triangle sur deux angles droits est à huit angles droits. 

C’est-à-dire (fg. 9) qu’en appelant J" la surface de la sphère , S celle 
du triangle sphérique ABC , D l’angle droit , et A , B , Clés trois angles 
du triangle sphérique , on a cette proportion , 

S : S : A -t- B -t- C — 2 D : $ D. 

Démonstration. Soit ABC le triangle sphérique qu’il s’agit de mesurer. 
On décrira les circonférences entières, dont les côtés AB, AC, BC, 
sont les arcs respectifs , et on réunira leurs points d’intersection par les 
diamètres AD', B E, CF. On voit, à l’aide de cette construction, que 
l’hémisphère AB DEC est la somme des triangles sphériques ABC, 



r 
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BCD, CDE , ACE. Or, la géométrie enseigne que la surface d'une 
sphère s'estime en multipliant son diamètre par la circonférence de l’un 
de ses grands cercles. Si , d’une autre part , on parvient à découvrir une 
expressiou de la somme de ces quatre triangles , et que cette expression 
soit telle , que la surface ABC, dont on suppose connue chacune des 
six parties , en forme un terme distinct , on pourra égaler cette somme à 
la formule qui donne l’aire de la sphère , et déduire de cette équation la 
valeur du terme ABC. 

Pour cela, on considérera la portion de la surface sphérique AB DCA 
comprise entre les deux demi-circonférences AB D, ACD. Si l'on conçoit 
pour un moment quelles coïncident, puisque la demi-circonférence ACJD 
tourne autour du diamètre AD, tandis que la première reste immobile, 
il est facile de remarquer que quand le plan A CD sera perpendiculaire , 
par exemple, sur le plan AB D , auquel cas l'angle A sera droit et mesuré 
par le quart d'une circonférence, la portion de surface sphérique ABCD 
sera aussi le quart de la sphère entière; et généralement, que le rapport 
de la mesure de quatre droits , ou une circonférence à l’angle A , est 
toujours égal il celui de la surface de la sphère , il l’espace sphérique terminé 
par les deux circonférences A BD , ACD. Cette remarque , dont on peut 
lire la démonstration .dans le 7 .' livre de la Géométrie de M. Ltgtndre , 
fournit la proportion suivante : 

s : S : : A : 4 D S d’où r = —77 • S. 

4 u 

s représente la surface de l’espace A BDC A. 

Appliquant les mêmes considérations aux espaces sphériques 

BAECB = s', ) 

CDFEC = s", | 



on aura 



s' : S : : B : 4 D ; d’où s' = — . S, 

4 U 



s" : S : : C : 4 D ; 

Ajoutant les membres de ces trois égalités , il vient , 
, „ A -h B -h C 



s" — c 

1 ~ 40 - X 



(') 



4D 



On 
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On petu voir, sur la figure 9, que 

s = ABC -+■ BCD , 

/ = ABC -+■ CAE,. 
t" — CDE -+- DEF; 

d'où 

( 2 ) = /l fl C-+- (ABC-*- BCD -y- CDE-*- 'ACE)-*-DEF, 

observant que la somme des termes renfermés dans la parenthèse compose 
l'hémisphère AB DEC — j S , et que les triangles sphériques DEF, 
ABC, sont égaux. 

En effet , ces deux triangles sont équilatéraux entre eux ; car si des 
demi- cir conférences égales B DE, ABD on retranche l’arc commun 
BD, il reste 

AB — DE. 



De même, si des demi-circonférences égales B CE, CEF on retranche 
l'arc commun CE , on a 

BC— EF. 

Enfin, ôtant l’arc CD des demi - circonférences ACD , CDF, il reste 
DF— AC, > 

Donc les triangles ABC, DEF, sont égaux. ( Lrgrtulre , y’ livre, 
théorème XIV. ) 

Egalant les seconds membres des équations (t) et (1) , après avoir 
substitué dans la deuxième le résultat de ces dernières observations, on 
obtiendra 

2. ABC = ij ■ S, 



ABC 

S 



A *+■ B -+■ C — x 0 
8 1 ) 



ou enfifj 



ABC : S :: A -t- B + C — 2D : 8 £>. 



122. Corollaire. Si dans cette proportion on met pour S sa 
valeur cir. x î fl, ou 4 ü x 2Ü, on aura 

^aoxifli^ + i + c-ifli 8 D. 

L 
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Supprimant dans les deux conséquens le facteur commun 4 > elle devient 



S“ : 


: D x a R : 


, : A — t- B -+■ C — 2 JD 1 


z D, 


S : 




: A -+- B -+- C — 2 D : 


z D. 



Appliquant à cette dernière proportion ce principe , que la somme des 
deux termes du premier rapport est au conséquent de ce rapport , comme 
la somme des deux termes du second rapport est à son conséquent , on 
obtient 

J'H- + + 2 D. 

On a évidemment S ■+■ ^ S> | S; donc on doit avoir aussi A -y- B-y-C> z D ; 
d’où l’on peut conclure que la somme des trois angles d’un triangle sphé- 
rique est toujours' supérieure à deux angles droits. 

On peut obtenir aussi une valeur pour la limite supérieure de la somme 
des trois angles d’un triangle sphérique quelconque ABC. A cet effet, 
on construira ( fg. y) le triangle DEF supplémentaire de ABC, et l’on a 
( n.* 99 ) » 

A -y- DE = t 8o° , 

B -y- DF — i8o°, 

C -y- EF = 180°. 

Additionnant ces équations , elles donnent 

(A -+- B -t- C) -y- (DE -y- D F -y- E F) == 3 x 180% 
ou 

A -t- B -+- C — 5 4 o° — (DE -y- D F - 1- EF) ; 
d’où l’on peut conclure que la somme des trois angles d’un triangle 
sphérique quelconque ABC est toujours moindre que 5 4 o° , ou trois 
fois 1 80°. 

1 23 . Pour appliquer le théorème précédent à des exemples numériques , 
on mettra la proportion sous cette forme : 

S' = ABC : ZDxB -.t A-t-B-y-C— zD . SD; 

d’où 

ABC — S' =zR(A-y-B-y-C — zD) (1). 

Lorsque le rayon de la sphère est pris pour unité , cette formule se 
réduit 2 

S ■=. A -y- B -y- C — z D. 
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Si l'on veut rechercher la surface du triangle sphérique rectangle ABC 
dont on vient de calculer les diverses parties , on fera dans la formule 
('), 

I{ = i oo m , j 

A — 90”, ( 

B = j 6» 25', ( 

C = 62" 39' 28", 383 ; J 

donc 

A B -4- C — 2 D = 9 0 4' a8",383 = 32668", 38 3 ; 
par conséquent , 

J" = ioo" x 32668", 383. 

Convertissant ce nombre de secondes en mètres par la formule ( 2 ) 
de l’article 120, on trouvera pour le logarithme du nombre de mètre* 
1,1997023 ; tToù 

log. S' = 2 -4- 1,199702} == 3,1997023 , 
et 

J* = 1383“*, 99. 

Si l’on applique la formule au calcul de la surface du triangle sphérique 
obliquangle ABC, en supposant également qu’il est décrit sur tue sphère 
de 1 00 mètres de rayon , on trouvera 

S ' = ABC = 100" ('199” 34 4 *">38 — 180V 
ou 

S = too" ( 19“ q4’ 4 1 “» 3 8 / 

Convertissant le second facteur en mètres, et appliquant les logarithmes , 
il vient 

log. S' = log. 100 -+- 1,3336493, 
ou 

log. f = 3,3336493. 

Ce logarithme est celui du nombre 3417,0338 ; par conséquent „ 
surf. ABC = S' = 3417“' ‘',0338. 

S. V. 

I Dans le chapitre précédent, n.“ 75 , on a exposé avec des détail* 
suffisans le calcul des lignes trigonométriques ; je n’ajouterais donc pas ici 
le développement en série du sinus et du cosinus d’un arc , si ces formules 
ne devenaient nécessaires pour la démonstration du théorème suivant, 
qui établit un principe important dans les opérations géodésiques. 

L 2 
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Pour parvenir à ces formules , je rappellerai qu’en désignant par ( p ) 
un arc quelconque pris sur un cercle dont le rayon est i , on a , entre 
son sinus et son cosinus, l'équation 

sin. 1 p -t- cos. 1 p — (n.” ? i ) , 

que l’on peut écrire sous cette forme , 

[ cos. p -+- -J ( — i ) sin. p] [cos. p — -y/ ( — \) sin . p J = i . . . (i). 
De même, pour un second arc (q ) , on a 
[cos. q -+- y/ ( — i ) sin. q] [ cos. q — y/ ( — i ) sin. qj = i . . . (a). 
Multipliant les deux équations { i ) et (2) , il vient pour produit 

fcos.p. cos .q — sin. p. sin. y [cos.psin.q s~sin. pcas.qj y/ ( — 1 ) [ -H 

[cos.p.cos.q — sin. p . sin. q — ^sin. q cos./j -+• sin. pcos.q) y/ ( — 1 ) ]=■ 1. 

Mais il a été démontré (n.° y 6 ) que 

sin. p . cos. q -h sin. q . cos. p = sin. ( p -+- q ) , 
cos.p . cos. q — sin. p . sin. q == cos. ( p -t- q ). 

Substituant ces valeurs dans la dernière équation, elle devient 

j cos. ( p h- q ) [ sin. (p + q) ] V (— ' ) \ t cos - (P+<i) ~ 

[sin. (p q) ] V (~ 0 \ = i- 

On observera que les deux facteurs de ce résultat ne différent que par le 
signe de leurs seconds termes ; que le premier de ces facteurs exprime le 
produit des deux premiers facteurs des équations (1) et [2), et que le 
second est le produit des deux autres. D’après ces considération! , on peut 
présenter la combinaison de la dernière équation, avec les équations pri- 
mitives ( 1 ) , ( i ) , sous cette forme abrégée , 

[ cos. p ± sin. p y/ ( — 1 ) ] [cos. q ± sin. q y/ ( — 1 ) ] — 

cos. ( p -t- q ) ±: sin. (p s- q ) / [— 1 [ J (3). 

On peut déduire, par une semblable analyse, 

[ cos. ( p q) -izsm. ( p -\-q ) -J ( — 1 ) ] [cos. r -t- sin. 1 y/ ( — 1 )■=: 
[cos. ( p q r J + sin. [p s- q -1- r) / — 1 J. . . ( 4 ); 

et ainsi de suite. 

Si dans les équations ( 3 ) , { 4 ) , &c. on fait p q , p = q — f, &c. , 
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et si l’on remartjue que le premier facteur de l’équation (4) peut être 
remplacé par le premier membre de l'équation ( 3 ) , on obtient 
[ cos. /»± sin. p / ( — i J ] 1 = cos. 3 p dfcsin. a p / ( — i) | . 

[ cos. p ± sin. p y/ ( — i ) ] ’ = cos. j p ± sin. 3 p / ( — 1 ) j 
d’où l’on conclura généralement , 

/ cos. p ± sin. p y/ ( — 1 ) ] " =c 05 . n p zfcsin. np y/ ( — 1 ) , 
ou , à cause du double signe , 



5 ): 



cos. n p sin. n p y/ ( — 1 ) == [ cos. p -+- sin. p y/ ( — 1 ) ] ' 
cos. n p — sin. n p y/ ( — 1 ) = [ cos. p — sin. p / ( — 1 ) ] '. 



Ajoutant ces deux équations, on en tire, pour valeur de cos. n p, 
COS 11 p— / <M.f-^rAn.fy/(— < a»./» — lin -pV(—l)]' 

puis , retranchant la seconde de la première, < 5 n a pour sin. n p , 



sin. n p = 



[ cos.^-r-tin p J (— — [ ca>r — sin.fy'é— ' ))' 

x . / (— 1 ) 



Développant en série , par'Ia formule ^ Newton , la puissance n des 
deux binômes cos. p dtz sin. p y/ ( — 1 ) , on obtiendra 



[cos.p-t-sm.p y / ( — 1 ) J‘=(cos.p )' -4- b / ( — 1 ) . %\n. p (cos.p) 

—n. .(sm.p) 1 (cos.p )" -1 ~n . JLzlL . ÎIZL V(—')- 

('sin. p ) ’ (cos.p) " ~ J -+-« • — p" ■ (àa.p)*(tos.p) 

-* *»• “ï~ ‘ ’ V (~') (ùn-p)' (™*-p)*~ S % 

— n. ■ — - . — . (sm.p) (cos.p) — «Stc. . 

[cos.p — sin ./?/ (— i) ]*=z(cos.p) * — s/ ( — t^sin./tj'cos./?^ * - ' 1 

» — i y . i i y i n — x n — i n — » , , . 

-n.— r -.(sm.p)*(cos.j>) •+ -n. — ~ V (~ ' ) 



('sin .p) * (cos.p) " 3 -+■ n . 



n — i h — x » — } » 

x 3 4 




, ■— . ~ 1 . ^in./?;Vcos./?/ 4 
- • / (—i)(*m.p)>(ms.p) m ~ s 
" 6 -*~ ( sin. p) i (cos.p) 6 -+- &c... 



V 



* 
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( 86 ) 

Prenant la moitié de la somme de ces deux séries , on aura ie dévelop- 
pement de cosinus n p ; puis retranchant ia seconde de la première , et 
divisant la différence par j / / — i J, on aura celui de sinus n p. Ces 
opérations donnent 

‘ Z-L ( sin. p) * ( cos. p ) " ~ 1 
- L T J - ( p)* (cos. p) * “ 4 



s . n p — ( cos. p ) ' — n 



rt — i « — i n— } w— 4 n ~S 

n ’ * ‘ J ' 4 # 5 * 6 
$\n.n p=n . $\r\.p (cos. p / — n . - 

n — 1 n — 1 n — 3 » — 4 



• (sm.p)‘(cos.p) 



n — 6 



- &C. . . . 



...{*)• 



» — a 

3 



('sin. p) * (cas.p) 



■-J 



, 4 5 .(^.p)^(oos.p) > — &c.... 

Supposons maintenant que l’arc p soit infiniment petit , de manière que 
l’on puisse, sans erreur, prendre la longueur de cet arc pour celle de son 
sinus , et le rayon pour la longueur de son cosinus ; soit aussi ie facteur n 
infiniment grand , afin que n p ait une valeur finie , alors sin. p — p ; 

cos. p — î ; np — a ; p-±=.—. 

Substituant ces valeurs dans les équations (6), en remarquant que les 
termes n — i , n — a , n — 3, &c. se réduisent chacun à n , à cause de n 
infiniment grand , elles deviennent 

*« j*. 

1 .s 



cos. a : 



t.i.}.4 



■ J. 4 . J-è 



&C. . 



(7)- 



sm. a — a- 



— &c. . . .1 



•»>) «•••J-4-Î 1.1.3. 4. j. «.7 

Pour appliquer ces formules , nous rappellerons que l’arc (a ) peut 
toujours être supposé moindre que 90' ( n.° 77, II.' Principe). Soit 

donc — - le rapport de l’arc (a) à 90" , on en déduit 






On a vu ( n.' 80 ) que la longueur de la demi-circonférence , ou de 
l’arc de 180' dans un cercle dont le rayon est t , a pour valeur 
3 >> 4 < 59 *6536 ; 

donc 

a = — . M 7 ° 75 > 63168. 
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